Uberlagerungen simplizialer
Fliachenkomplexe durch Faltungen

Coverings of simplicial surfaces using foldings

MASTERARBEIT

vorgelegt der
FAKULTAT FUR MATHEMATIK, INFORMATIK
UND NATURWISSENSCHAFTEN

angefertigt am
LEHRSTUHL B FUR MATHEMATIK
RWTH AACHEN UNIVERSITY

von
MARKUS BAUMEISTER
betreut von
ProF. DR. WILHELM PLESKEN
PROF. DR. ALICE NIEMEYER

30.09.2016






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

1.1 Herangehensweise . . . . . . . . . . . . . e e
1.2 Aufbau dieser Arbeit . . . . . . . ...
1.3 Vorkenntnisse und Notation . . . . . . . . .. .. . ... ... .. .......
2 Grundlegende Modellierung
2.1 Homogene Komplexe . . . . . . . . . . . . . . . e
2.1.1 Lokale Simplizitat . . . . . . . . . . ...
2.2 Uberlagerungskomplexe . . . . . . . . . ...
2.3 Zusammenfalten . . . . . .. ..
2.3.1 Primitive Erweiterungen . . . . . . . . ... ..o 0oL
2.3.2 Faltung benachbarter Flachen . . . . . . . .. .. .. ... ... .. ..
2.3.3 Kommutativitdt . . . . . . .. . .. ...
2.4 Entfalten . . . . . . . ..
2.5 Einbettungen . . . . . . . ..
2.5.1 Farbbarkeit . . . . . . . . ..
2.5.2  Vertraglichkeit mit Faltung . . . . . ... .. .. ... ... ... ..
3 Faltkomplexe
3.1 Definition des Faltzustandes . . . . . . . . . . .. ... ... ... .. .....
3.1.1 Definition von Fachern . . . . . . . . . . ... ... ... ... .
3.1.2 Definition von Oberflichen . . . . . . . .. .. .. ... ... .....
3.1.3 Abhé#ngigkeiten zwischen Féchern . . . . . .. ... ... ... ....
3.1.4 Definition von Randstiicken . . . . . . . .. .. ... ... .. .....
3.1.5  Vollstdndige Definition . . . . . . . ... ... Lo
3.2 Definition der Faltung . . . . . . . . ... oL
3.2.1 Definition der Fachersumme . . . . . . . . . . . . . ... ... .....
3.2.2  Primitive Faltung vom Grad n—1 . . . . .. . ... ... ... ....
3.3 Mehrfachfaltung . . . . . .. ...
3.4 Entfaltungen . . . . . . ...
3.5 Faltpldne . . . . . ..o
3.5.1 Kommutativitdt . . . . . ... ... ..
3.5.2 Entfaltung . . .. .. .
4 Die Einbettungsfrage
4.1 Uberlagerung eines Dreiecks . . . . . . . . . ..
4.1.1 Kreisdarstellung . . . . . . . . . . ...
4.1.2 Einfaches Beispiel . . . . . . . . . .. ... L
4.1.3 Gruppenoperation . . . . . . . . . ...
4.1.4 Tatsdchliche Faltung . . . . . . . . ... ... ... ... ... .....
4.1.5 Maximale Einbettung . . . . . . .. ... ... L.
4.1.6 Orientierbarkeit . . . . . . . . . ...

N o O

12
16
17
19
23
28
30
33
36
39
42

45
45
46
49
53
o7
62
63
65
74
78
85
91
93
96

103
107
108
117
120
124
127
128



4.1.7  Algorithmisches

Vorgehen . . . . . .. .. oo oL

4.2  Uberlagerung einiger ebener Gitter . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ..
4.2.1 Beschreibung des hexagonalen Gitters . . . . . . .. ... .. ... ..
4.2.2  Unendliche Faltungen . . . . . ... ... ... ... ... ... ...,

4.2.3 Automorphismen des hexagonalen Gitters

4.2.4 Beschreibung des quadratischen Gitters . . . . .. .. ... ... ...

5 Modellerweiterungen

5.1 Allgemeine m—Ecke als Flachen . . . . . . . . .. ... ... ... ..

5.2 Unregelméfige Flachen
Literatur
Index
Danksagung

Eidesstattliche Erkldrung

162

163



1 Einleitung

Faltungen haben eine reiche Geschichte in der Kunst, werden haufig praktisch angewendet und
nehmen eine zunehmend gréflere Rolle in der Mathematik ein. In der Kunst ist die Faltung von
Papier als Origami bekannt. Dort startet man h&ufig mit einem quadratischen Blatt Papier,
das man beliebig falten darf. Dabei ist es in der Regel nicht erlaubt, zu schneiden oder zu
kleben. Mit diesen Einschrinkungen haben Kiinstler wie Robert Lang sehr eindrucksvolle
Werke erstellt, wie z.B. das Orchester aus Abbildung 1 (jede Figur ist dabei aus einem
einzelnen Blatt Papier gefaltet).

Abb. 1: Orchester von Robert Lang ([Lan04])

Auch auflerhalb der Kunst finden Faltungen vielfache Anwendungen.
Aus dem Alltag kennt man das Falten von Landkarten
und Kleidungsstiicken. In der Raumfahrt werden Faltun-
gen standardméflig verwendet, da sie eine sehr platzspa-
rende Aufbewahrung erlauben. Auch Verpackungen und
Airbags werden hiufig gefaltet, um nur einige der verbrei-
tetsten Anwendungen zu nennen.

Vergleicht man den kiinstlerischen mit dem industriellen
Zugang, dann sehen die industriellen Faltungen immer et-
was blasser aus. Wahrend die Kunst filigran und detailliert
ist, sehen sie grober und robuster aus. Beispielsweise sind
bei der Faltung einer Landkarte alle moglichen Faltkanten
schon vorher vorgegeben, wihrend dies bei der Faltung der
Rose aus Abbildung 2 nicht der Fall ist. Das hat einen sehr
einfachen Grund: Die Kunst beschéftigt sich damit, Unika-
te zu schaffen und damit Grenzen zu erweitern, wihrend
praktische Anwendungen eher von ihrer vielseitigen An-
wendbarkeit und daher Einfachheit profitieren. Daher wir-
ken solche praktischen Anwendungen im direkten Vergleich Abb. 2: Miura-ken Rose von Ro-
oft sehr blass, obwohl sie einen deutlich gréferen Einfluss bert Lang ([Lan06])
auf unseren Alltag haben.

In allen diesen Situationen féllt dem Betrachter auf, dass es Strukturen beim Falten gibt.
Es gibt einige Faltungen, die man ausfithren kann und andere, deren Ausfithrung unmoglich



ist. Um nur zwei der moglichen Fragestellungen aus der Literatur zu nennen: Man kann sich
fragen, ob man eine Landkarte falten kann, wenn man vorgibt, in welche Richtung die Kanten
geknickt werden (vgl. [ABD"01]) oder untersuchen, wann man ein Muster an Faltkanten flach
falten kann (vgl. [Hul94]). Wenn man sich mit solchen Fragen beschiftigt, gelangt man zur
mathematischen Beschreibung von Faltungen. Diese ist ebenso divers wie die Anwendungs-
gebiete von Faltungen.

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Situation, dass die moglichen Faltkanten be-
reits feststehen, wie bei einer Landkarte. Unser Leitstern wird die Frage nach allen moglichen
Faltungen sein, die wir aus einem solchen Muster erhalten kénnen. Um diese Frage anzu-
gehen, ist es notig, ein Modell von Faltungen anzugeben, das sowohl aussagestark als auch
anwendbar ist.

1.1 Herangehensweise

Zur Modellierung und Untersuchung von Papierfaltungen starten wir mit einem Muster von
Polygonen auf Papier, wobei die Kanten dieses Musters die moglichen Faltkanten darstellen
(d. h. alle moglichen Faltkanten sind von Beginn an vorgegeben). Wihrend der Faltung sollen
die Polygone starr bleiben, also isometrisch transformiert werden. In meiner Bachelorarbeit
[Baul4] wurden solche Muster als Teilmenge des R? definiert, die sich dann im R3 (einge-
schriinkt) bewegen konnen. Allerdings enthélt dieser Ansatz eine fundamentale Limitierung:

Fine zentrale Modelleigenschaft ist die Durchdringungsfreiheit von Papier. Sobald man
aber zwei Polygone zusammenfaltet, belegen diese im Modell dieselbe Punktmenge des R3.
Insbesondere geht die Information, in welcher Reihenfolge diese Polygone aufeinander lie-
gen, verloren. Solange niemals entfaltet wird, kann diese Einschrinkung unter Umstdnden
akzeptiert werden. Da wir aber Faltungen allgemein verstehen wollen, unter anderem Flexa-
gone (vgl. [Wheb8], [PHI7] und [COO57]), ist eine Beschreibung von Entfaltungen zwingend
erforderlich.

Bereits in [DO10] wird dieses Problem erkannt und eine Losung vorgeschlagen. Diese Lo-
sung kann aber weder theoretisch noch praktisch sinnvoll verwendet werden, was auch daran
erkennbar ist, dass sie ihren Ansatz im restlichen Buch fast nicht verwenden. Ihr Modell wire
zwar aussagekriftig genug, um das Problem zu 16sen, aber da es nicht angewandt werden kann,
ist es zur Beantwortung unserer Fragen nicht geeignet. Wir miissen also nach einer anderen
Losung suchen. Im Punkt der Anwendbarkeit kann man die expliziten Darstellungen im R3
anklagen, die in eigentlich allen bestehenden Arbeiten als grundlegende Modelle angenommen
werden. Mit diesen ist es in der Regel sehr aufwendig, Faltbewegungen explizit auszurechnen,
selbst wenn man das Muster gut kennt (das liegt im Wesentlichen daran, dass das Problem
der globalen Uberschneidungsfreiheit bislang noch unverstanden ist).

Um diese Nachteile zu umgehen, ist ein grundlegender Wechsel in der Herangehensweise
angebracht: Wir beobachten, dass eine Faltbewegung zwei Faltzustdnde ineinander iiberfiihrt
(wobei wir verschiedene Faltzustéinde nur dadurch unterscheiden, dass verschiedene Polygone
zusammengefaltet sind). Auch wenn auf die Beschreibung der Bewegung selbst verzichtet
wird, bleibt ein abstrakter Zusammenhang zwischen den beiden Faltzustinden bestehen, der
von der Faltbewegung induziert wird. Auf Basis dieses Zusammenhangs werden wir unser



Modell aufbauen.

Indem wir darauf verzichten, die Faltbewegung zu beschreiben, sind wir nicht mehr strikt
an den R3 gebunden. Wir konnen nun feststellen, dass die Frage ,,Wie kann man dieses
Muster falten?“ zu einem groflien Teil nur von diesem Muster selbst abhéngt und nicht von
der konkreten Realisierung im R3.

1.2 Aufbau dieser Arbeit

In Kapitel 2 werden wir ein grundlegendes mengentheoretisches Modell dieser abstrakten
Faltungen entwickeln, indem wir das Konzept simplizialer Flichen geeignet verallgemeinern.
Wir werden diese falten, entfalten und auch auf ihre Einbettungen in den dreidimensionalen
Raum eingehen. Wihrend dieses Modell relativ einfach und schon strukturiert ist, leidet
es grundlegend daran, dass es keine Moglichkeit hat, iiber die Reihenfolge von Flichen zu
sprechen.

In Kapitel 3 geben wir ein wenig Anwendbarkeit auf (die verniinftige Beschreibung von
Reihenfolgen stellt sich als nicht trivial heraus) und gewinnen dafiir die Ausdrucksschirfe, die
dem rein mengentheoretischen Modell fehlte. Wir kénnen dort zum ersten Mal sowohl Faltung
als auch Entfaltung prézise beschreiben. Kapitel 3.5 ist einer kompakteren Darstellung von
Faltungen und Entfaltungen geschuldet. Dort werden wir einige niitzliche Erkenntnisse fiir
die Struktur aller méglichen Faltungen sammeln.

SchlieBlich kommen wir darauf zuriick, dass wir unsere Faltungen auch im R® darstellen
mochten. Die Frage, ob dies allgemein moglich ist, stellt sich als zu umfangreich heraus. Wir
werden sie in Kapitel 4 fiir einige Spezialfille untersuchen. Schliellich dient Kapitel 5 der
Verfolgung der Frage, inwieweit man unser abstraktes Modell auf allgemeinere Situationen
anwenden kann.

Interessant ist, dass man mit diesem Modell sowohl Faltungen im R? als auch im R? be-
schreiben kann. Der Grund dafiir ist, dass es den Formalismus nicht grundséitzlich &ndert,
ob man Strecken isometrisch in der Ebene bewegt (um Punkte herum) oder ob man Poly-
gone isometrisch im Raum bewegt (um Faltkanten herum). Es stellt sich heraus, dass sich
die meisten Erkenntnisse sogar allgemein im R™ beschreiben lassen. Davon inspiriert (und
weil wir nicht jede Aussage in zwei Versionen présentieren mochten) konstruieren wir unser
Modell in beliebigen Dimensionen, wobei der dreidimensionale Fall stets von primérem Inte-
resse ist. Dadurch erzwingen wir, dass sich alle Beschreibungen und Beweise auf strukturelle
Eigenschaften der Faltung stiitzen miissen, anstatt spezielle Umsténde im dreidimensionalen
Raum auszunutzen.

1.3 Vorkenntnisse und Notation

Diese Arbeit entwickelt ein Modell zum Falten, das weitestgehend unabhéingig von der be-
stehenden Literatur ist. Daher sind kaum Vorkenntnisse des Lesers erforderlich. Wir setzen
voraus, dass der Leser wei}, was Partitionen und Aquivalenzrelationen sind und mit diesen
umgehen kann. Kenntnisse simplizialer Komplexe erleichtern die Lektiire, sind aber nicht
notwendig fiir das Versténdnis der Inhalte.



Wir bezeichnen mit N die natiirlichen Zahlen, startend bei 1.

In Abschnitt 3.1 benotigen wir aulerdem elementare Kenntnisse aus der linearen Algebra
(z. B. Orthogonalraum und Determinante) und der Gruppentheorie (z.B. Linksoperationen,
Bahnen und Morphismen). In Abschnitt 5.1 benétigen wir Kenntniss der Diedergruppen,
sowie (in einem Beweis) von freien Gruppen, Normalteilern und Priisentationen.

Die symmetrische Gruppe einer Menge M bezeichnen wir mit

Sym(M) :={a: M — M : a bijektiv}.

Im Spezialfall M = {1,...,n} setzen wir S, := Sym({1,...,n}). Eine Transposition ist
eine Permutation 7 € S,,, die genau n — 2 Fixpunkte hat. Jede Permutation = € S,, kann in
ein Produkt von Transpositionen zerlegt werden!:

mMm=T10---0T¢

Das Signum (bzw. Vorzeichen) der Permutation 7 ist dann als (—1) definiert. Damit ist ein
wohldefinierter Gruppenhomomorphismus festgelegt. Die alternierende Gruppe ist dann

Ay = {m € Sy|sign(m) = +1}.

!Diese Aussage ist auch als ,, Alptraum des Bibliothekars® bekannt.



2 Grundlegende Modellierung

In diesem Kapitel beschreiben wir das grundlegende Modell unserer abstrakten (d.h. von
einer Einbettung unabhéngigen) Faltungen. Dazu brauchen wir ein elementares Versténdnis
der Faltungen, die wir abstrahieren wollen. Der Einfachheit halber fithren wir dies nur fiir
zweidimensionale Faltungen aus, der dreidimensionale Fall geht analog.

Beispiel 2.1. Wir betrachten die einfachste nicht-triviale zweidimensionale Faltung im R?,
die aus drei Punkten {p1,p2,p3} und zwei Kanten {p1pz, pap3} besteht, wobei jede Kante die
Linge 1 hat. Legen wir ohne Einschrinkung ps = (0,0) fest, dann liegen p1 und ps auf dem
Kreis St = {(z1,72) € R?|2? + 23 = 1}. Setzen wir p; = (1,0), dann kénnen wir eine glatte
Bewegung von ps angeben, die alle Punkte des Kreises durchliuft:

a:[0,27] — S*: > (cos(p),sin(p))

Betrachten wir einige der Bilder dieser Abbildung:

ps3
b3
i b3
.4:
D2 b1 D2 p1 D2 D1

Aus diesen Bildern wird es einsichtig, diese Bewegung als zweidimensionale Faltung aufzufas-
sen, welche sich allerdings selbst durchdringen kann. Insbesondere ist der Abstand zwischen
p1 und p3 wihrend dieser Faltung nicht konstant.

Die Veridnderung des Abstandes zwischen p; und p3 durch eine glatte Abbildung in Beispiel
2.1 ist notwendig fiir unser Konzept von Faltungen. Als néchstes betrachten wir ein Beispiel,
in dem eine solche Verdnderung niemals auftreten kann.

Beispiel 2.2. Betrachten wir die Kantenkonfiguration aus der unten stehenden Abbildung.
Wenn wir die Lingen der Strecken AB, AC und BC festlegen (in
der Graphik sind sie alle auf denselben Wert gesetzt), ist es nicht
moglich, eine Bewegung wie in Beispiel 2.1 auszufiihren — einfach
dadurch, dass wir die Lingen aller vorkommenden Strecken festgelegt
haben. Das Muster ist also in dem Sinne starr, dass keine Faltungen B
ausgefihrt werden konnen.

A

Interessant ist, dass wir die Starrheit dieses Musters (die wir wie in Beispiel 2.2 als das
Nicht—Vorhandensein einer Faltbewegung wie in Beispiel 2.1 verstehen) allein daraus ablesen
kénnen, wie die Punkte und Kanten zusammenhiingen. Das Zusammenfalten der Kanten AC
und BC wiirde implizieren, dass die Punkte A und B zusammenfallen. Damit hétte die Kante
AB nach der Faltung die Linge Null, wihrend diese vor der Faltung positiv war. Es handelt
sich dabei also um eine sehr eklatante Verletzung der Lingenerhaltung. Unser abstrakter
Formalismus soll diese extremen Verletzungen erkennen konnen, aber er wird nicht in der
Lage sein, subtilere Verletzungen zu sehen (da er die Léngen nicht modellieren wird).



Unser Modell muss also definitiv Punkte und Kanten (sowie im dreidimensionalen Flidchen)
speichern, ebenso wie deren Inzidenzbeziehung (also welcher Punkt in welcher Kante liegt
usw.). Das erinnert an die Strukturen schlichter Graphen (in zwei Dimensionen) und simpli-
zialer Flichen (in drei Dimensionen), also allgemeiner an simpliziale Komplexe. Wir werden
aber gleich ein Phdnomen untersuchen, dass uns dazu bringt, einen etwas allgemeineren For-
malismus zu verwenden.

Bei diesem Phidnomen handelt es sich um erzwungene Faltungen. Diese treten dann
auf, wenn die Faltung von zwei Flachen die Faltung von zwei anderen Flichen nach sich
zieht. Anders gesagt bedeutet dies, dass zwei Paare von Fliachen nur simultan gefaltet werden
konnen. Wir demonstrieren dieses Phdnomen an einem Beispiel.

Beispiel 2.3. Betrachten wir die folgende Flichenkonfiguration aus vier Quadraten:

A B

Es ist anschaulich klar: Wenn wir Quadrat A auf Quadrat C falten, miissen wir auch Quadrat
B auf Quadrat D falten.

Dieses Phénomen tritt auch schon bei Faltungen in zwei Dimensionen auf.

Beispiel 2.4. Betrachten wir die folgende Kantenkonfiguration:

Wenn wir die Strecken AB und AD zusam- B
menfalten, miissen die Punkte B und D zu-
sammenfallen, womit auch die Strecken BC
und CD zusammengefaltet werden miissen.
Damit erzwingt die Faltung der ersten beiden
Strecken die Faltung der letzten beiden. D

Eine abstrakte Beschreibung des Faltvorgangs muss mit erzwungenen Faltungen umgehen
konnen. Obwohl die Beispiele 2.3 und 2.4 relativ harmlos wirken, verkomplizieren erzwungene
Faltungen die Untersuchung von Faltungen deutlich:

Beispiel 2.5. Betrachten wir die folgende Kantenkonfiguration:
b
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Wenn wir die Kanten a und b zusammenfalten wollen (sodass diese nach der Faltung be-
nachbart sind), miissen alle anderen Kanten zusammenfallen (die inneren Kanten miissen
zwischen den Kanten ¢ und d bleiben, die ihrerseits wie in Beispiel 2./ zusammengefaltet
werden missen.

FEs ist aber nicht eindeutig, in welcher Reihenfolge die Kanten {c,d,e, f} liegen. Die Rei-
henfolgen c—e— f—d und c— f—e—d sind beide moglich. Wir kénnen diesen Unterschied nicht
ignorieren, da Reihenfolgen eine zentrale Rolle in der Modellierung von Faltungen spielen.

Wir kénnen diese Muster aber auch durch eine andere Abfolge von Faltungen erhalten: Wir
falten zuerst e und d, sowie f an c, bevor wir a und b falten.

Beispiel 2.5 demonstriert die Probleme, die von erzwungenen Faltungen ausgelost werden:

e Erzwungene Faltungen fiihren nicht zu einem eindeutigen Faltzustand (wenn man damit
startet, zwei Fldchen zusammenzufalten). Dieses Problem verkompliziert auch auf die
Untersuchung von Entfaltungen, da es sich in diesen Kontext iibertrégt.

e In Beispiel 2.5 haben wir gesehen, dass wir einen Ubergang zwischen zwei Faltzustéinden
sowohl durch eine als auch durch drei aufeinanderfolgende Faltungen erreichen kénnen.
Da wir nicht eindeutig sagen koénnen, wie viele Faltungen wir benétigen, um von ei-
nem Faltzustand zu einem andern iiberzugehen, werden strukturelle Betrachtungen der
Gesamtheit aller Faltungen aufwendiger.

Beide Probleme lassen sich beheben, wenn man annimmt, dass jede Faltung genau zwei Fli-
chen zusammenfiihrt. Unser neuer Ansatz ist es, diesen Spezialfall zum neuen Standard zu
machen. Damit das funktioniert, diirfen erzwungene Faltungen nicht ausgefithrt werden. Da
die Faltung aus Beispiel 2.4 weiterhin legitim sein soll, miissen wir Zwischenzustdnde erlauben,
in denen es zwei verschiedene Kanten mit denselben Eckpunkten gibt. Das ist eine signifikante
Einsicht, da sie mit der Intuition bricht, dass die Kanten und Fléchen einer Faltung gerade
(im Unterschied zu krummlinig) sein miissen. Da dies auch die Intuition ist, die uns zu Beginn
die Modellierung als simpliziale Komplexe nahegelegt hat, schliefen wir nun, dass simpliziale
Komplexe zur Modellierung von Faltzusténden ungeeignet sind.

Da sich die Zwischenzustinde von den urspriinglichen Zustdnden unterscheiden lassen,
ldsst sich die Frage nach den erzwungenen Faltungen wie folgt umformulieren: In welchen
»,echten“ Faltzustinden ist die Faltung ausgefiihrt, die die erzwungenen Faltungen auslost?
Da wir also die gleichen Fragen beantworten kénnen, verlieren wir durch die Einfithrung
dieser Zwischenzusténde keine Aussagekraft.

Auf Basis dieser Uberlegungen ist dieses Kapitel wie folgt aufgebaut: In Abschnitt 2.1
werden wir die angesprochenen Zwischenzustdnde definieren. Mit diesen kénnen wir zwar
den Faltzustand beschreiben, aber sie sind zur Beschreibung des Faltvorgangs nur schlecht
geeignet. Um den Faltvorgang rudimentér einzufangen, werden wir in Abschnitt 2.2 eine men-
gentheoretische Erweiterung dieser Zustdnde betrachten. Die Reihenfolge der Fléichen in der
Faltung kénnen wir damit noch nicht beschreiben, aber wir erhalten eine schéne Theorie fiir
das Zusammenfalten (Abschnitt 2.3) und das Entfalten (Abschnitt 2.4). Vor allem wéhrend
der Klassifikation der Entfaltungen wird uns aber vor Augen gefiihrt, dass die Einbeziehung
der Reihenfolgen von groflier Wichtigkeit ist.
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Im Anschluss an diese abstrakten Konstruktionen beginnen wir mit der Betrachtung des
Einbettungsproblems. In Abschnitt 2.5 werden wir zuerst kldren, was es bedeutet, eine ge-
faltete Fliche in einen R? einzubetten. Wir méchten aber eigentlich eine Einbettung finden,
in der sich die Faltungen des Komplexes in Faltbewegungen {ibersetzen. Dabei handelt es
sich um ein sehr schweres Problem, weshalb wir uns hier mit einigen prinzipiellen Aussa-
gen zufrieden geben miissen. In diesem Kontext ist es natiirlich relevant zu wissen, welche
Muster man nicht weiter zusammenfalten kann, da diese in der Regel die minimale Zahl von
Freiheitsgraden fiir unsere Einbettung vorgeben. Wir werden diese minimalen Komplexe in
Abschnitt 2.5.1 durch einen Farbungsbegriff klassifizieren.

2.1 Homogene Komplexe

Nachdem wir im letzten Abschnitt die Probleme mit simplizialen Komplexen aufgelistet ha-
ben, fithren wir in diesem Abschnitt die in der Einleitung angesprochene Verallgemeinerung
aus. Da wir unser Modell nicht nur auf Dreiecke beschrinken méchten (wir wollen spéter z. B.
auch mit quadratischen Flichen arbeiten kénnen), legen wir die Form der Fléchen noch nicht
direkt fest. Wir werden in Abschnitt 2.1.1 erldutern, wie sich unser Modell auf den Fall von
Dreiecken spezialisiert. In Abschnitt 5.1 werden wir iiber die Modifikationen fiir allgemeine
m~—Ecke sprechen.

Wir miissen uns also iiberlegen, welche Eigenschaften wir bendtigen, um eine Faltstruktur
darzustellen, die aus Punkten, Kanten und Flichen besteht. Grundlegend ist natiirlich, dass
es eine Punktmenge Ky, eine Kantenmenge K; und eine Flichenmenge Iy gibt (der Index
bezeichnet dabei die Dimension der entsprechenden Elemente). Wir brauchen auch eine Re-
lation, die aussagt, welcher Punkt auf welcher Kante und welche Kante auf welcher Fliche
liegt. Diese Relation muss transitiv sein, weswegen sie eine Teilmenge von

(’CO X Kl) () (’Cg X ’Cz) () (]Cl X ’Cz)

ist. Damit haben wir aber noch kaum Einschrdnkungen, denn es konnte z.B. eine Kante
geben, die keinen Punkt enthilt und in keiner Fliche liegt. Wahrend wir nicht im Detail
fordern wollen, wie viele Punkte eine Fliache enthilt, ist es sinnvoll, eine gewisse Regularitét
vorauszusetzen.

Definition 2.6 (homogener Komplex). Eine Menge K sei eine disjunkte Vereinigung K =
Kot - -WIC, mit IC,, # 0 und < eine transitive Relation auf K, die Teilmenge von |4, K;i x KC;
15t.

Dann ist ((K;)o<i<n, <) ein homogener n—Komplex, falls gilt:

i<j

o Zu jedem x € KC; (miti < n) gibt es ein y € K;11 mit x < y.
o Zu jedem y € KCj (mit j > 0) gibt es ein x € Cj_1 mit x < y.

Die Elemente in K; werden von Dimension i genannt, im Speziellen heiflen die Elemente
von Ko Punkte, die von K1 Kanten und die von Ko Fliachen. Wir nennen n die Dimension
des Komplexes.
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Da wir mit dieser Definition formalisieren wollen, wie Punkte, Kanten und Flachen geome-
trisch zusammenhéngen, interpretieren wir x < y so, dass x in y liegt. Man kann auch sagen,
dass z in y enthalten ist oder dass y das Element x enthélt.

Die Regularitétsforderung der Definition erzwingt bei einen homogenen 1-Komplex, dass
jeder Punkt in einer Kante liegen und jede Kante einen Punkt enthalten muss. Fiir jede
Kante eines homogenen 2—Komplexes muss es einen Punkt geben, der auf der Kante liegt,
und eine Fliche, in der die Kante enthalten ist. Allgemeiner kénnen wir fiir jedes Element
eines homogenen 2—-Komplexes eine Kette von Punkt—-Kante-Flache konstruieren, wobei der
Punkt in der Kante und die Kante in der Fléche liegt:

Folgerung 2.7. Sei ((K;)o<i<n, <) ein homogener n-Komplex, dann gilt:
1. Zu jedem xz; € K; gibt es x; € K; (fiiri # j), sodass es eine Kette
Lo < Ty < =T < = Ty
gibt.
2. Die Linge jeder solchen Kette ist um eins grofler als die Dimension des Komplezes.

Geméf Folgerung 2.7 kénnen wir die Dimension des homogenen n—Komplexes bereits aus
der Relation < ablesen. Die Ketten aus der Folgerung sind ndmlich in dem Sinn maximal,
dass es zu x; < x;41 kein z mit x; < z < x;41 gibt. Es geniigt also, eine maximale solche Kette
zu bestimmen, um auf die Dimension des homogenen n—Komplexes schliefen zu kénnen.

Auch wenn unsere Definitionen fiir beliebige Dimensionen gelten werden, sind wir primér
an den Faltungen von Papier interessiert. Dabei werden Flichen gefaltet, sodass wir uns im
Fall n = 2 befinden. Der Fall n = 1 (die Faltung von Kanten in der Ebene) ist hauptséchlich
zur Illustration von Interesse, da man an diesem schon viele Phinomene erkennen kann, die
auch bei n = 2 auftreten.

Die Komplexe, an denen wir interessiert sind, bestehen in der Regel aus endlichen Mengen.
In Abschnitt 4.2.2 werden wir uns aber mit der Faltung unendlicher Komplexe befassen,
weswegen wir die Endlichkeit nicht in die Definition aufgenommen haben.

Da die Definition der homogenen n—Komplexe sehr allgemein ist, umfasst sie auch einige
entartete Fille, von denen einige in Beispiel 2.9 dargestellt sind. In Abschnitt 2.1.1 werden
wir die Definition so einschrédnken, dass diese Fille nicht mehr vorkommen kénnen. Bevor wir
uns aber mit den entarteten Féllen beschéftigen, listen wir in Beispiel 2.8 einige Standardfille
von homogenen n—Komplexen auf.

Beispiel 2.8. 1. Dieses Bild stellt einen homogenen 1-Komplex dar, wobei wir lediglich
die Punkte und Kanten, nicht jedoch die Flichen betrachten (dass wir die Flichen nicht
betrachten, verdeutlichen wir dadurch, dass wir diesen Bereich weif§ lassen):

2 4
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Formal ist der 1-Komplex durch die Mengen

Ko :={{1},{2}, {3}, {4}}
Ky = {{17 2}’ {17 3}7 {2’ 3}7 {27 4}’ {37 4}}

und die Teilmengenrelation gegeben.

2. Fiigt man die Flichen hinzu, so erhdlt man einen homogenen 2—-Komplex. Dazu erginzt
man Ko :={{1,2,3},{2,3,4}}:

1 3

Es ist nicht méglich, Ko := {{1,2,3}} zu definieren, da dann {2,4} € Ky in keinem
FElement aus KCo enthalten wdre.

3. Wir kénnen eine Kleinsche Flasche? als 2-Komplex mit zwei Flichen darstellen, indem
wir die Kanten geeignet identifizieren (parallele Pfeile werden miteinander identifiziert):

P, P

P P

4. In den Fillen (1) und (2) bestand IC; aus i—elementigen Teilmengen einer festen Menge.
Wihrend die Kleinsche Flasche aus Fall (3) das nicht zuldsst (dann wdren alle ihre
Kanten gleich), ist diese ein eher degeneriertes Beispiel, mit dem wir nicht viel falten
werden. Das folgende Beispiel eines homogenen 1-Komplezes leidet nicht unter diesem
Manko, da es tatsichlich hédufig in der Berechnung von Faltungen auftaucht (z. B. in
Beispiel 2.4):

k1

/C() = {61,62}
. €1 €9
Ky = {k1, ko} <>
. ks
mit <:= Ko x K.

Nach diesen Standardbeispielen ist hier eine mogliche Entartung der Definition aufgezeigt:

Beispiel 2.9. Sei eine Menge K wie in Definition 2.6 gegeben. Dann ist

(KCi)o<i<n, L‘ij Ki x IKCj

1<j

2Eine der nicht—orientierbaren geschlossenen Fléchen.
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etn homogener n—Komplez.
Wenn man hier z. B. Ky := {1,2,3} und Ky := {a} wdihlt, sicht man, dass die Kante a
mehr als zwei Punkte enthdlt, ndmlich jeden Punkt in Kq.

Da es sich bei homogenen n—Komplexen um den Grundstein des gesamten Formalismus
handelt, wird es hiufig n6tig sein, verschiedene Komplexe miteinander zu vergleichen. Diese
Vergleiche lassen sich durch Morphismen beschreiben, insbesondere durch Isomorphismen.

Definition 2.10 (Komplex—Morphismus). Fiir homogene n—Kompleze® S = ((’Cz')ogz'gm <5)
und T = ((ﬁi)ogign,—<7') ist ein Komplex—Morphismus ¢ : S — T eine Familie von
Abbildungen
(i : Ki = Li)o<i<n,

sodass © <° y impliziert, dass p(x) <7 ¢(y) gilt.

Falls alle @; injektiv sind, heifst o Komplex—Monomorphismus.

Falls alle ; surjektiv sind, heifit ¢ Komplex—Epimorphismus.

Falls es einen Komplex—Morphismus ¢ : T — S mit ¢ ot = idyr und ¥ o ¢ = ids ¢ibt,
heifst o Komplex—Isomorphismus.

Die Definition eines Komplex—Isomorphismus unterscheidet sich aus gutem Grund von
denen von Komplex—Monomorphismus und Komplex—Epimorphismus. Nur zu fordern, dass
jedes ; bijektiv ist, wire nédmlich nicht genug, wie Beispiel 2.11 demonstriert.

Beispiel 2.11. Betrachten wir die beiden homogenen 1-Komplexe

a
B
b
aus den Mengen
]C() = {A,B} ,Co = {A,B}

K1 :={a,b} Ly :={a,b}
und den aus den Abbildungen ersichtlichen <-Relationen bestehend. Dann bilden die Abbil-
dungen ¢; : K; — L,z — x firi € {1,2} einen Komplez—Morphismus. Obwohl beide ;
bijektiv sind, wiirde man diese beiden Komplexe niemals als isomorph ansehen.
Dieses Beispiel beruht auf den moglichen Entartungen unserer Definition von homogenen
n—Komplexen. Wir kénnen die Definition eines Komplex—Isomorphismus dennoch direkt in

Bezug auf die Abbildungen ¢; formulieren. Das ist hilfreich, da wir hdufig nachweisen miissen,
dass eine Abbildung ein Komplex—Isomorphismus ist.

Bemerkung 2.12. Seien S, T zwei homogene n—-Komplexe. Ein Komplex—Morphismus ¢ :
S — T ist genau dann ein Komplex—Isomorphismus, wenn gilt:

1. Jedes @; ist bijektiv.

2. x <5y ist dquivalent zu o(x) <7 ©(y).

3Es wiirde an dieser Stelle geniigen, dass 7 ein m-Komplex mit m > n ist. Dann wiren die ¢; mit s > n
leere Abbildungen.
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2.1.1 Lokale Simplizitat

Bislang haben wir homogene n—Komplexe nur in voélliger Allgemeinheit studiert und festge-
stellt, dass dadurch einige Entartungen auftreten. In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie
sich der Formalismus einschrénkt, wenn jede Fldche ein Dreieck sein muss. Dadurch wird die
Entartung aus Beispiel 2.9 vermieden.

Wir miissen dazu festhalten, was es bedeutet, dass eine Fliche ein Dreieck ist. Man kann
dies dadurch zu beschreiben versuchen, dass jede Fléche aus drei Kanten besteht und jede
Kante aus zwei Punkten, aber dann muss man noch viele Interaktionsbedingungen formulie-
ren, um sicherzustellen, dass tatséchlich ein Dreieck beschrieben wird. Dieses Problem wird
in hoheren Dimensionen noch umfangreicher, weswegen dieser Ansatz in einem dimensions-
unabhéingigen Rahmen zu vermeiden ist.

Stattdessen sehen wir Kanten und Dreiecke als spezielle Simplizes an. Im dreidimensionalen
Raum ist eine Kante (oder 1-Simplex) die konvexe Hiille von zwei verschiedenen Punkten,
wéhrend ein Dreieck (oder 2-Simplex) die konvexe Hiille von drei Punkten ist, die nicht auf
einer Gerade liegen. Ein 3—Simplex ist dann die konvexe Hiille von vier Punkten, die nicht
alle in der selben Ebene liegen. Solche 3—Simplizes wiirden bei Faltung im vierdimensiona-
len Raum eine zentrale Rolle spielen. Wenn wir von den konkreten Positionen der Punkte im
Raum zu einer abstrakten Betrachtung von diesen iibergehen, {ibertriagt sich das Konzept der
konvexen Hiille dahingehend, dass zwischen je zwei Punkten eine Kante und je drei Punkten
ein Dreieck existiert (usw.).

Definition 2.13 (Simplex). Sei M eine endliche Menge mit |M| = n + 1. Dann nennen
wir den homogenen n—Komplex ((Potit1(M))o<i<n, S ) einen n—Simplex. Dabei bezeichnet

=

Poti;1(M) die Menge der (i + 1)—elementigen Teilmengen von M.

Dass jede Fliche eines homogenen 2-Komplexes ein Dreieck ist, ist eine lokale Bedingung,
d. h. sie ist nur von dieser Flidche und allen Punkten und Kanten in dieser Flédche abhéngig.
Wir miissen also zu x € Ky nur die Elemente y betrachten, die y < x erfiillen. Die Betrachtung
eines solchen Teilkomplexes kénnen wir allgemein definieren:

Definition 2.14 (Einschrinkung). Sei S = ((K;)o<i<n, <) ein homogener n-Komplex und
x € K;. Dann ist die Einschrdinkung von S auf x, genannt S<,, definiert als der homo-
gene i—-Komplex ({y € Kjly < x})o<j<i, zusammen mit der Einschrdinkung von < auf diese
Teilmenge*.

Damit koénnen wir beschreiben, dass ein homogener n—Komplex lokal die Gestalt eines
Simplex hat. Wenn jede Fléache x € Ky ein Dreieck sein soll, muss die Einschrankung des
Komplexes auf x ein 2—-Simplex sein.

Definition 2.15 (lokal simplizial). Ein homogener n-Komplex ((K;)o<i<n,=<) heifit lokal
simplizial, wenn die Einschrinkung S, fir alle y € IC;, isomorph zu einem n-Simplex ist.

Mit dieser Modifikation verschwindet die Entartung aus Beispiel 2.9.

‘Dax € K;, ist {y € Ki|y < #} = {x} nicht leer.
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Beispiel 2.16. 1. Die homogenen Komplexe aus den Fdillen (1), (2) und (4) in Beispiel
2.8 sind lokal simplizial. Die Kleinsche Flasche aus Fall (3) ist nicht lokal simplizial,
da jede Kante nur einen Punkt enthdlt — nicht die zwei, die wir erwarten wiirden, wenn
es sich um einen 1-Simplex handeln wiirde.

2. An einem Punkt kénnen drei Kanten zusammenstofien, wie der homogene 1-Komplex

3
Ko :={{1},{2}, {3}, {4}}
K= {{1> 2}’ {17 3}> {1’ 4}}
1
(mit Teilmengenrelation) demonstriert. 2 4

Dieses Beispiel zeigt einen 1-Komplex, der keine Kurve ist. Ebenso gibt es 2-Komplexe,
die keine Flidchen sind. Daher sind wir in einer Situation, die nicht mehr als Mannigfaltigkeit
dargestellt werden kann. Die Ideen aus der diskreten Differentialgeometrie kénnen also nicht
direkt auf Faltungen iibertragen werden.

2.2 Uberlagerungskomplexe

In Abschnitt 2.1 haben wir ein Modell fiir unsere Faltzustinde entwickelt, die lokal simplizia-
len n—Komplexe. Diese erlauben aber noch keine Faltungen, da es nicht moglich ist, zusam-
mengefaltete Flachen zu erkennen. Wenn man nur die Mittel des vorherigen Abschnitts 2.1
verwendet, kann man versuchen, die Faltung durch einen Komplex—Epimorphismus & — T
zu beschreiben. Allerdings ist es dann keine Entfaltung moglich, wenn nur 7 bekannt ist. Das
widerspricht unserer Intuition, dass wir allein aus einem Faltzustand schlieflen kénnen, wie
sich dieser entfalten lésst.

Betrachten wir also wieder reale Faltungen aus Papier. Bei diesen wird der Anfangszu-
stand der Faltung anders angeordnet, aber nicht grundlegend veréndert (wir schneiden keine
Dreiecke aus oder kleben Kanten zusammen). Daher werden wir im Folgenden den homoge-
nen n—Komplex wihrend der Faltung als konstant ansehen. Aber dann benétigen wir eine
zusétzliche Struktur, um die Faltung dieses Komplexes zu modellieren.

Eine zentrale Eigenschaft zweier zusammengefalteter Fliachen ist, dass diese Fldchen an der-
selben Stelle im Raum liegen. Fiir einen gegebenen homogenen 2-Komplex ((Ko, K1, K2), <)
konnen wir dies als eine Abbildung

L1 Kg — Pot(R?)

modellieren, sodass zwei Flichen f,g € Ky genau dann zusammengefaltet sind, wenn ¢(f) =
t(g) gilt. Folglich haben wir eine Aquivalenzrelation auf den Flichen Ko vorliegen, die wir
informell als ,,zusammengefaltet sein“ beschreiben kénnen.

Wenn zwei Flidchen zusammengefaltet sind, wissen wir aber noch nicht, welche Kanten und
Punkte dieser Flichen zusammengefaltet sind. Daher definieren wir auch auf den Kanten
und Punkten die Aquivalenzrelation ,,zusammengefaltet sein®. Damit kénnen wir eindeutig
spezifizieren, wie zwei Flachen zusammengefaltet werden.
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Allerdings stellen wir fest, dass es fiir die Aquivalenzrelation keinen Unterschied macht, ob
sie auf Punkten, Kanten oder Fliachen definiert ist. Sie verhélt sich immer gleich und kann
daher keine dimensionsspezifischen Eigenschaften beschreiben. Da sie daher die Reihenfolge
der Fliachen nicht abbilden kann, ist diese Beschreibung notwendig unvollstdndig. Dennoch
beschéftigen wir uns ausfiihrlich mit diesem Modell, da es eine schéne Theorie ermdoglicht
und sich das spezifischere Modell (das wir in Kapitel 3 entwickeln werden) als Modifikation
dieser Situation verstehen lésst.

Definition 2.17 (Uberlagerungskomplex). Sei ein homogener n—Komplex ((K;)o<i<n, <) 2u-
sammen mit einer Aquivalenzrelation ~ auf Ui Ki, die die folgenden Eigenschaften fir alle
x,y € Ui, Ki erfillt, gegeben:

1. (Dimensionalitit) Wenn x ~ y gilt, gibt es ein 0 < i <n mit x € K; und y € K;.

2. (Abwdrtskompatibilitit) Falls © ~ y gilt, dann existiert fir jedes a < x ein b < y
mit a ~ b.

3. (Irreduzibilitdt) Falls a < x und b < x gelten, so ist entweder a = b oder a + b.

Dann nennen wir ((K;)o<i<n, <,~) einen n—Uberlagerungskomplex.
Die Aquivalenzklasse von x bezeichnen wir mit [x].. oder [x]s, sowie [z], wenn der Kontext
klar ist. Wir schreiben [x] < [y], falls es ein a ~ x und ein b~y mit a < b gibt.

Wir bemerken, dass wir die Aquivalenzrelation ~, die wir als ,zusammengefaltet sein“
interpretieren, auf | J;, K; anstatt auf jedem K; einzeln definiert haben. Das hat es uns z. B.
ermoglicht, sowohl Abwirtskompatibilitdt als auch Irreduzibilitéit ohne die Verwendung vieler
Indizes zu formulieren.

Wir bemerken auch, dass wir in der Definition nicht gefordert haben, dass der homogene
n—Komplex lokal simplizial ist. Auch wenn das eine Annahme ist, die wir an die meisten
unserer Beispiele stellen, ist sie nicht universell. Insbesondere in Abschnitt 5.1 verallgemeinern
wir diese Bedingung, um z.B. {iber quadratische Flichen sprechen zu kénnen. Um klarer
herauszustellen, an welchen Stellen die lokale Simplizitéit formal ben6tigt wird, haben wir sie
an dieser Stelle nicht in die Definition aufgenommen. In Kapitel 5 wird dieses Vorgehen es
uns einfacher machen, zu erkennen, welche Aussagen wir verallgemeinern miissen.

Um nachzuweisen, dass ein n—Uberlagerungskomplex vorliegt, ist es gelegentlich hilfreicher,
die Abwéirtskompatibilitdt und die Irreduzibilitéit simultan nachzuweisen.

Bemerkung 2.18 (starke Abwirtskompatibilitit). Die Bedingungen (2) und (3) in Defini-
tion 2.17 sind dquivalent zur starken Abwdrtskompatibilitit:

o Fiir alle x ~y (mit x,y € U, Ki) mit a < x gibt es genau ein b <y mit a ~ b.

Beweis. Die Irreduzibilitit folgt aus der starken Abwirtskompatibilitéit, wenn man z = y
wiihlt. O

Als niichstes stellt sich die Frage, wie man die Faltung von n—Uberlagerungskomplexen be-
schreibt. Nach unserer Modellierung &ndert sich der zugrundeliegende homogene n—Komplex

18



nicht. Der einzige Unterschied liegt also in den Aquivalenzrelationen. Betrachten wir also
zwei n—Uberlagerungskomplexe S = ((/Ci)ogign, <9, N‘S) und 7 = ((ﬁi)ogign, <7, NT). Wir
wollen beschreiben, dass 7 eine Faltung von S ist. Da bei einer Faltung keine bereits zusam-
mengefalteten Elemente wieder entfaltet werden, muss aus z ~° y bereits  ~7 3 folgen. Wir
sagen dann, dass S eine Teiliiberlagerung von 7T ist.

Definition 2.19 (Teiliiberlagerung). Fiir n—Uberlagerungskompleze S = ((Ki)(]gign, =, NS)
und T = ((Ki)o<i<n, <, NT) iiber demselben homogenen n—-Komplex ((KCi)o<i<n, <) heifst S
Teiliiberlagerung von T, falls fiir alle x,y € W_, K; aus ~S y bereits x ~T y folgt.

Es kann natiirlich sein, dass es z,y € ;" K; gibt, fiir die z #° gy gilt (d.h. 2 und y sind in
S nicht zusammengefaltet), aber # ~7 4 (d.h. z und y sind in 7 zusammengefaltet). Das sind
genau die Situationen, in denen 7 aus Faltung durch S hervorgeht. Diese Definition erlaubt
es uns aber zunichst nur zu dberprifen, ob eine notwendige Bedingung fiir eine Faltung
vorliegt. Wir werden in Abschnitt 2.3 sehen, dass diese Bedingung auch hinreichend fiir die
Existenz einer Faltung ist, indem wir explizit konstruieren durch welche Faltungen wir von &
zu T gelangen. Die Ergebnisse dieses Abschnitts konnen dann auch algorithmisch verwendet
werden.

2.3 Zusammenfalten

Nachdem wir in Abschnitt 2.2 die homogenen n-Komplexe um eine Aquivalenzrelation er-
weitert haben und ein Konzept von Faltung in Definition 2.19 (Teiliiberlagerung) vorgelegt
haben, beschéftigen wir uns jetzt intensiver mit dem Zusammenfalten. Unser Hauptziel ist
die direkte Konstruktion von Faltungen. Dazu betrachten wir wieder Papierfaltungen. Um
dort zwei Fléchen zusammenzufalten, fithren wir die folgenden Schritte aus:

1. Wir wahlen zwei Flichen des Modells, die noch nicht zusammengefaltet sind.
2. Wir entscheiden uns, wie wir diese Flachen zusammenfiigen wollen.
3. Wir fiigen die Flichen zusammen.

Auf der formalen Seite stellen wir das Papiermodell durch einen 2-Uberlagerungskomplex
S = ((Ki)o<i<n, <,~) dar. Die Schritte aus dem Papiermodell iibersetzen sich wie folgt:

1. Wir wahlen zwei z,y € Ko mit x £ y.
2. Wir wéhlen einen Komplex—Isomorphismus ¢ : Sc; — Sy
3. Wir fiigen a ~ ¢(a) fiir jedes a < = zur Aquivalenzrelation ~ hinzu.

Falls dieses Verfahren wieder einen 2-Uberlagerungskomplex liefert, wird dadurch eine Teil-
iiberlagerung induziert. Wenn wir den abstrakten Ablauf des Verfahrens studieren, fillt auf,
dass wir im ersten Schritt auch x,y € K1 oder sogar x,y € Ky hitten wihlen kénnen, ohne
die nachfolgenden Schritte zu gefihrden. Dem wiirde im Papiermodell das Zusammenfal-
ten von zwei Kanten bzw. Punkten entsprechen. Da wir in Abschnitt 2.3.1 ausfiihrlich von
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diesen Faltungen Gebrauch machen werden, formulieren wir unsere Definitionen fiir diesen
allgemeineren Fall.

Da diese Konstruktion eine zentrale Rolle spielt, geben wir dem verwendeten Isomorphis-
mus einen eigenen Namen:

Definition 2.20 (Identifikation). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein n-Uberlagerungskomplex.
Weiter seien f,g € ICj (mit 0 < j < n) gegeben. Ein Komplexz—Isomorphismus ¢ : S5 — Sy
heifit Identifikation (vom Grad j) auf S.

Das Hinzufiigen von a ~ ¢(a) zur Aquivalenzrelation ~ lisst sich theoretisch sehr einfach
formulieren: Man fiigt das Paar (a, ¢(a)) zur Relation hinzu und nimmt den transitiven und
symmetrischen Abschluss.

Da wir aber auch an einer Implementierung dieses Prozesses interessiert sind, suchen wir
nach einer konkreteren Beschreibung. Betrachten wir das Zusammenfalten von zwei Dreiecken
aus Papier, stellen wir fest, dass genau zwei Flichen zusammengefaltet werden. Wir miissen
noch herausfinden, wie viele Kanten und Punkte zusammengefaltet werden. Dazu betrachten
wir die folgende Graphik, die das Zusammenfalten der Dreiecke {A, B,C} und {A’, B’,C"}
illustriert.

C '’

A Al

Dabei werden die Paare {A, A'}, {B, B’} und {C, C'} jeweils zusammengefaltet. Es werden al-
so jeweils hochstens zwei Punktklassen vereinigt (falls A ~ A’ gilt, gehéren A und A’ schon vor
der Faltung zur selben Punktklasse). Man iiberzeugt sich leicht, dass auch jeweils héchstens
zwei Kantenklassen vereinigt werden. Insgesamt werden bei einer Faltung aus Papier also
jeweils hochstens zwei Aquivalenzklassen vereinigt. Das ist in der bisherigen Formulierung
aber nicht gewahrleistet, wie Beispiel 2.21 zeigt.

Beispiel 2.21. Wir betrachten den lokal simplizialen 2-Uberlagerungskomplex S :

Ko == {{A}, {B}, {C}} 4
Ky = {{Aa B}a{AaC}’{BaC}} C
Ko :={{A,B,C}} 5

mit <:=C und ~ als Gleichheit.
Die Abbildung ¢ : S — S mit p(A) = B, ¢(B) = C und ¢(C) = A ist eine Identifikation

vom Grad 2, da § = Sgqapcy gilt. Das Hinzufiigen dieser Relationen zu ~ wirde dazu
fiihren, dass die drei einelementigen Aquivalenzklassen auf Ko zusammenfallen wiirden.
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Wir sehen aber auch, dass wir in diesem Beispiel keinen n—Uberlagerungskomplex erhalten,
da wir die Irreduzibilitéit der Aquivalenzrelation brechen. Da wir sowieso nur an solchen Iden-
tifikationen interessiert sind, die wieder zu n—Uberlagerungskomplexen fiihren, verbieten wir
die einfachsten solcher Regelverletzungen, indem wir fordern, dass die Identifikation bereits
zusammengefaltete Elemente aufeinander abbilden muss. Falls wir also eine Identifikation
@ Sgp — Sgg4 vorliegen haben, muss fiir alle a < f und b < g, die a ~ b erfiillen, schon
©(a) = b gelten.

Definition 2.22 (konstant auf dem Schnitt). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein n-Uberlage-
rungskomplex. Eine Identifikation ¢ : Sgp — S<4 heifit konstant auf dem Schnitt, falls
fir a < f,b<g mit a~b schon p(a) =b folgt (dabei sind a,b € ¥;_, K;).

Mit dieser Einschréinkung kénnen wir die neuen Aquivalenzklassen explizit angeben. Die
Uberlegung, dass jeweils hochstens zwei Klassen vereinigt werden, stellt sich als zutreffend
heraus.

Definition 2.23 (Erweiterung). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein n-Uberlagerungskomplex.
Weiter seien f,g € K; (mit 0 < j < n) gegeben, zusammen mit einer Identifikation ¢ :
S<p — Sxg, die konstant auf dem Schnitt ist.

Die (formale) Erweiterung von ~ um ¢ ist die Aquivalenzrelation ~oC Ugeicn ICi %
Ki, bei der x ~, y genau dann gilt, wenn mindestens eine dieser Bedingungen erfillt ist:

e T ~Y
o s gibt ein z X f, sodass x ~ z und p(z) ~y gilt.
o Es gibt ein z < g, sodass © ~ z und p~1(2) ~y gilt.

Falls ((Ki)o<i<n, <,~y) ein n-Uberlagerungskomplez ist, heifit er Erweiterung von S
um .

Wohldefiniertheit. Wir miissen zeigen, dass ~ tatsichlich eine Aquivalenzrelation auf den
IC; ist. Reflexivitdt und Symmetrie sind klar.

Fiir die Transitivitdt betrachten wir z ~, y und y ~, 2. Falls 2 ~ y oder y ~ z gilt, sind
wir fertig. Damit verbleiben im Wesentlichen zwei Falle:

1. Es gelten:

Wegen w < f und ¢(v) X g (zweite Zeile) folgt mit der Bedingung an ¢, dass ¢(v) =
o(w) gilt, also v = w. Folglich erhalten wir = ~, 2.

2. Es gelten:
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r ~ v w o~z

pv) ~ Y~ pw)

Da ¢(v) < g und ¢(w) <X g, folgt p(v) = p(w) aus der Irreduzibilitét. Also haben wir
auch hier x ~, 2, sogar = ~ 2. O

Eine Aquivalenzrelation kann stets formal erweitert werden, ein n—Uberlagerungskomplex
jedoch nur, falls dadurch wieder ein n—Uberlagerungskomplex entsteht. Daraus ergeben sich
zwei Fragen:

e Unter welchen Voraussetzungen ist ((K;)o<i<n, <, ~) wieder ein n—Uberlagerungskom-
plex?

e Konnen wir jeden n—Uberlagerungskomplex durch Iteration dieser Konstruktion erhal-
ten?

Da sowohl Erweiterung als auch Teiliiberlagerung ein Konzept von Faltung beschreiben, soll-
ten wir die Interaktion dieser Begriffe kléren.

Bemerkung 2.24. Sei S ein n-Uberlagerungskomplex und T eine Erweiterung von S. Dann
ist S eine Teiliberlagerung von T .

Die Umkehrung dieser Bemerkung ist aber nicht offensichtlich. Wir formulieren sie daher
als weitere Frage.

e Lisst sich jede Teiliiberlagerung durch wiederholte Erweiterungen darstellen?

Bevor wir uns diesen Fragen in Abschnitt 2.3.1 zuwenden, sollten wir klarstellen, wieso die
lokale Simplizitét in der Definition der Erweiterung keine Rolle gespielt hat. Da die Konstruk-
tion einer Erweiterung nur auf der Existenz einer Identifikation beruht, ist sie auch fiir die
entarteten Félle aus Beispiel 2.9 definiert. Lokal simpliziale Komplexe zeichnen sich dadurch
aus, dass es immer Identifikationen von zwei Flichen gibt, die konstant auf dem Schnitt sind,
wie Lemma 2.25 zeigt.

Lemma 2.25. Sei S = ((Ki)o<i<n, <, ~) ein lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplex und
f,9 € Kj (mit 0 < j <n). Dann gibt es mindestens eine Identifikation ¢ : Sgy — Sxg4, die
konstant auf dem Schnitt ist.

Beweis. Wir beschreiben zunichst alle moglichen Identifikationen ¢ : Sgy — Sg4. Dazu
betrachten wir die (aufgrund der lokalen Simplizitéit) gleichméchtigen Mengen

k3! = {peKolp < f}
IC(fg ={peKolp<g}

Jede Bijektion S : IC(Tf — K¢ induziert eine Identifikation ¢ : S<; — S<g, da S<y und S,
isomorph zu j—Simplizes sind.
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Um die Konstanz auf dem Schnitt einzuarbeiten, betrachten wir
G :={(a,b) € K37 x K% a ~ b}

Aufgrund der Irreduzibilitit von S folgt fiir zwei verschiedene (aj,b;), (az,b2) € G, dass
{a1,b1} N{ag, bo} = 0 gilt. Folglich lisst sich G zu einer Bijektion 3 : lC;f — K59 fortsetzen.

Wir zeigen nun, dass jede solche Fortsetzung eine Identifikation induziert, die konstant
auf dem Schnitt ist. Seien dazu z,y € K; mit ¢ < f, y < g und x ~ y gegeben. Da nach
Konstruktion (und Abwirtskompatibilitit) die Menge {p € Kg flp<a}auf{pe K39 < v}
abgebildet wird, bildet die entsprechende Identifikation auch = auf y ab. O

2.3.1 Primitive Erweiterungen

In diesem Abschnitt beantworten wir die Konstruktionsfragen des vorherigen Abschnitts:
e Wann liefert die formale Erweiterung einen n—Uberlagerungskomplex?
e Konnen wir jeden n—Uberlagerungskomplex durch wiederholte Erweiterungen erhalten?
e Lisst sich jede Teiliiberlagerung durch wiederholte Erweiterungen darstellen?

Wir werden primér untersuchen, unter welchen Voraussetzungen die formale Erweiterung
aus Definition 2.23 einen n—Uberlagerungskomplex liefert. Diese Untersuchung wird es uns
ermoglichen, die beiden anderen Fragen zustimmend zu beantworten.

Wir werden den Fall allgemeiner n—Uberlagerungskomplexe betrachten, da die Annahme
der lokalen Simplizitit nur einzelne Details verdindert. Diese Anderungen sind ab Seite 27
aufgefiihrt. Eine Abschwiichung der lokalen Simplizitéit (sodass beliebige m—Ecke als Flachen
zugelassen sind) untersuchen wir in Kapitel 5.1. Keine dieser Modifikationen wird stark von
den Ergebnissen dieses Abschnitts abweichen.

Um zu verstehen, wann die Erweiterung einer Aquivalenzrelation einen n—Uberlagerungs-
komplex liefert, miissen wir uns néher mit den Details der Identifikation befassen. Bei jeder
Identifikation fallen jeweils maximal zwei Aquivalenzklassen zusammen. Sobald es mehre-
re solcher Vereinigungen gibt, miissen wir uns mit den Zusammenhéingen zwischen diesen
beschéftigen. Um solche Interaktionen gering zu halten, wire es einfacher, sich nur solche
Identifikationen anzusehen, in denen genau zwei Aquivalenzklassen vereinigt werden. Erwei-
terungen, die von solchen Identifikationen stammen, nennen wir primitiv.

Definition 2.26 (primitive Erweiterung). Sei S = ((KC;)o<i<n, <,~) ein n-Uberlagerungs-
komplex. Die Erweiterung von ~ um die Identifikation ¢ heifst primitiv, falls es genau ein
0<t<n mit

o |Ki/ ~|=1+|K;i/ ~y | (genau zwei Klassen fallen zusammen) und
o Kj/ ~=K;/ ~ fir j #i (alle anderen Klassen bleiben gleich)

gibt. Sie wird auch als primitive Erweiterung vom Grad i bezeichnet.
Falls ((KCi)o<i<n, =, ~y) ein n—Uberlagerungskomplex ist, dann nennen wir diese Erweite-
rung von & primitiv und bezeichnen sie mit S,.
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Wenn wir uns ausschliefSlich mit primitiven Erweiterungen befassen wollen, miissen wir
jede Identifikationen so zerlegen, dass in jedem Schritt nur ein Paar von Aquivalenzklassen
vereinigt wird. In Beispiel 2.27 wird eine solche Zerlegung exemplarisch ausgefiihrt.

Beispiel 2.27. Wir betrachten den folgenden lokal simplizialen 1-Uberlagerungskomplex S:

Ko = {A, B,C} AN
K1 := {{A,B},{B,C}} C

B

mit <:=¢€ und ~ als Gleichheit.
Dann ist ¢ : Sgpa.py — S<p,cy mit p(A) = C eine Identifikation, die konstant auf dem

Schnitt ist. Die Erweiterung um diese Identifikation wiirde die folgenden Aquivalenzklassen
vereinigen:

{A} < {C} {{A,B}} & {{B,C}}

Wir kénnen die selben Vereinigungen aber auch dadurch erreichen, dass wir zuerst um die
Identifikation 1 : Sxa — S<c und dann erst um ¢ erweitern.

Bei der Erweiterung um v werden ndmlich die Klassen {A} und {C} vereinigt. Dadurch
werden bei der Erweiterung um ¢ nur noch die Kantenklassen vereinigt. Es handelt sich also
i beiden Fillen um primitive Erweiterungen.

Die Zerlegung aus diesem Beispiel lasst sich auch allgemein ausfiithren.

Bemerkung 2.28. Sei S ein n—Uberlagerungskomplex und T eine Erweiterung von S. Dann
gibt es eine endliche Folge von n—Uberlagerungskomplexen

§=380,81,--,Sk=T,
sodass S; eine primitive Erweiterung von S;—1 fir 1 <i < k ist.

Durch diese Zerlegung zerfillt die Faltung von zwei Dreiecken in maximal sieben kleine-
re Faltungen, da hochstens ein Paar von Fliachen, sowie jeweils drei Paare von Kanten und
Punkten identifiziert werden. Damit lassen sich die Einschrénkungen, denen mogliche Iden-
tifikationen unterliegen, genauer verstehen (In Kapitel 3 werden diese Einschriankungen noch
deutlicher zu Tage treten).

Wir werden jetzt untersuchen, unter welchen Voraussetzungen primitive Erweiterungen
der Aquivalenzrelation einen n—Uberlagerungskomplex liefern. Wir werden sehen, dass nur in
Dimension Null Probleme auftreten kénnen, deshalb behandeln wir diese getrennt von den
anderen Dimensionen.

Betrachten wir zunéchst primitive Erweiterungen vom Grad 0, bei denen wir zwei Punkt-
dquivalenzklassen identifizieren. Die Abwéirtskompatibilitéit ist bei diesen automatisch erfiillt.
Es verbleibt die Uberpriifung der Irreduzibilitit. Das folgende Beispiel zeigt, dass es bei dieser
Komplikationen geben kann.

24



Beispiel 2.29. Wir betrachten den lokal simplizialen homogenen 1-Komplex S (der auch ein
1-Uberlagerungskomplex ist, wenn man ~ als Gleichheit definiert):

A
Ko:={A,B,C}
K1 = {{4, B}, {A,C}{B,C}H} ¢
mit < := €. b
Die Abbildung ¢ : Soa,cy — S<(p,cy, die vermdge
A~ B C—C {A,C} - {B,C}

definiert ist, ist eine Identifikation vom Grad 1 (die hochsten vorkommenden Elemente liegen
in K1), die konstant auf dem Schnitt ist. Aber Hinzufigen von A ~, B wirde die Irreduzibi-
litat an {A, B} brechen.

Wir miissen also bei der Identifikation der Punkte p und ¢ ausschlielen, dass es ein x €
Ui, Ki mit p < = und ¢ < z gibt. Diese neue Bedingung ist stéirker als die Konstanz auf
dem Schnitt, da sie diese als Spezialfall enthélt.

Lemma 2.30. Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein n-Uberlagerungskomplex. Weiter seien f,g €
Ko mit f o g gegeben, zusammen mit einer Identifikation ¢ : Sy — S<g.

Die primitive Erweiterung vom Grad 0 um ¢ liefert genau dann einen n—Uberlagerungs-
komplex, wenn gilt:

o Es gibt keine a,b € Ko mit a ~ f und b ~ g, sodass ein x € | J;_, K; existiert, das a < x
und b < x erfillt.

Beweis. Die Abwirtskompatibilitéit ist stets erfiillt, da es kein y € |J;_ o KC; mit y < f gibt.
Die einzige Einschrénkung ist damit die Irreduzibilitdt. Diese besagt: Aus a ~, b und a # b
folgt, dass es kein z € |J;_,K; mit @ < « und b < z gibt. Dies ist nur fiir Elemente der
N‘pquuivalenzklasse von f bzw. g zu priifen.

Damit erfiillt die primitive Erweiterung die Irreduzibilitéit genau dann nicht, wenn es a ~ f
und b ~ g (wegen f o g folgt daraus schon a # b), sowie z € |J; (K; mit a < z und b < z
gibt. O

Nachdem wir die wichtige Einschriankung bei primitiven Erweiterungen von Grad Null
abgehandelt haben, betrachten wir als néichstes primitive Erweiterungen hoherer Grade. Bei
diesen gibt es gliicklicherweise keine Einschrdnkungen, wie Lemma 2.31 zeigt.

Lemma 2.31. Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein n-Uberlagerungskomplex. Zusitzlich sei eine
Identifikation ¢ vom Grad > 0 gegeben. Falls ~, eine primitive Erweiterung von ~ ist, dann
ist Sy, eine primitive Erweiterung von S.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass ((K;)o<i<n, <, ~) ein n—Uberlagerungskomplex ist. Fiir die
Abwirtskompatibilitét miissen wir nur die z,y € ;" K; betrachten, die z ~, y, aber nicht
x ~ y erfiillen. Ohne Einschréankung gelte p(x) = y (ansonsten gehen wir zu den entsprechen-
den dquivalenten Elementen iiber). Sei nun a € [#J;"_, K; mit a <  gegeben. Da ¢ primitiv ist,
muss p(a) ~ a gelten. Wegen p(a) < ¢(z) = y ist damit die Abwértskompatibilitét erfiillt.
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Da die Erweiterung ~, primitiv ist, ist die Abwértskompatibilitét erfiillt (alle kleineren
Elemente sind schon dquivalent. Wir priifen noch die Irreduzibilitét.

Wire die Irreduzibilitdt fiir a ~, b verletzt, dann gébe es p,q € Ko mit p < @ und g < b,
die p ~, g erfiillen und die Irreduzibilitéit verletzen (da p < x und ¢ < x aus der Transitivitét
folgen). Da die Erweiterung primitiv war, gilt p ~, ¢ genau dann, wenn p ~ ¢ gilt. Damit
wire S selbst kein n—Uberlagerungskomplex gewesen. Aus diesem Widerspruch folgt, dass
die Irreduzibilitit stets erfiillt ist. O

Wir haben damit nachgewiesen, unter welchen Voraussetzungen eine primitive Erweiterung
der Aquivalenzrelation einen n-Uberlagerungskomplex induziert. Zusammen mit Bemerkung
2.28 konnen wir in Satz 2.32 zusammenfassen, welche Identifikation eine Erweiterung von
n-Uberlagerungskomplexen erfiillt. Indem man die Bedingung dieses Satzes iiberpriift, kann
man z. B. erkennen, ob zwei Flichen eines Faltzustandes sich zusammenfalten lassen.

Da die Aufspaltung einer Identifikation ¢ in primitive Erweiterungen stets moglich ist,
liefert Lemma 2.30 die Haupteinschrinkung fiir die Erweiterbarkeit. Satz 2.32 fasst die Er-
gebnisse der Lemmata 2.30 und 2.31 zusammen.

Satz 2.32. Sei S = ((Ki)o<i<n, <,~) ein n—Uberlagerungskomplez und ¢ : S<y — S, eine
Identifikation auf S. Dann liefert die Erweiterung von ~ um @ genau dann einen n—Uberla-
gerungskomplex, wenn gilt

o Fir jedes p € Ko mit p < f und p # ¢(p) gibt es kein x € | Ki mit p < x und
p(p) <.

Beweis. Wir zerlegen ¢ in primitive Erweiterungen. Nach Lemma 2.30 ist die Erweiterung
von S um die primitiven Erweiterungen vom Grad 0 mdoglich, falls die Bedingung des Satzes
gilt. Andernfalls wird ein Widerspruch in der Abwiértskompatibilitidt erzeugt, der durch keine
Erweiterung von ~ aufgelost werden kann. Alle weiteren primitiven Erweiterungen liefern
nach Lemma 2.31 keine Probleme. O

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, ob sich jede Teiliiberlagerung durch wiederholte Er-
weiterungen ausdriicken lidsst. Dazu zeigen wir in Lemma 2.33 fiir endliche Komplexe®, dass
sich jede Teiliiberlagerung sogar durch primitive Erweiterungen ausdriicken lésst.

Lemma 2.33. Seien S und T zwei endliche n—Uberlagerungskomplexe, wobei S eine Teil-
tberlagerung von T ist. Dann gibt es eine Folge von n—Uberlagerungskomplexen

S :‘907817"'7876 = 7-7
sodass S; eine primitive Erweiterung von S;—1 fir 1 <i < k ist.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass es geniigt, eine primitive Erweiterung von & zu kon-
struieren, die Teiliiberlagerung von 7 ist. Eine Iteration dieser Konstruktion liefert dann die
gewiinschte Folge. Da die Anzahl der Aquivalenzklassen stets um 1 abnimmt und die Anzahl

®Wenn man daran interessiert ist, kann man diese Aussage mit den Ideen aus Abschnitt 4.2.2 auf den
unendlichen Fall iibertragen. Diese Moglichkeit verfolgen wir hier aber nicht weiter.
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der Aquivalenzklassen von ~° und ~7 endlich ist, terminiert dieses Verfahren bei S, = T
fir ein £ > 0.

Sei i > 0 minimal mit K;/ ~°# K;/ ~7. Wihle eine Klasse von ~7, die in mehrere
~S-Klassen [21], ..., [Tm] zerfillt. Dann ist

0 S<py = Sxzy X1 X2

eine Identifikation vom Grad i auf S. Die Erweiterung von ~ um ¢ ist stets primitiv, da

alle kleineren Simplizes nach Wahl von i bereits identifiziert sind.
Im Fall ¢ = 0 priifen wir mit Lemma 2.30, ob S, ein n-Uberlagerungskomplex ist. Gébe es
y € Ky, a,b € Ky mit
21 ~°a z9 ~S b a <y b <y,

dann gibe es auch (da S Teiliiberlagerung von 7T ist)

xlea :BQNTb a=<y b=y,

im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von 7. Damit ist S, eine primitive Erweiterung von S
und eine Teiliiberlagerung von 7.
Der Fall i > 0 wurde bereits in Lemma 2.31 gezeigt. O

Zusammen mit Bemerkung 2.24 erhalten wir die Aquivalenz der beiden abstrakten Be-
schreibungen von Faltungen, die wir entwickelt haben: Teiliiberlagerungen und Erweiterungen
beschreiben (im endlichen Fall) die selben Faltzusténde.

Wiihlt man in Lemma 2.33 die Aquivalenzrelation ~ von 7 als Gleichheit, kénnen wir die
letzte unserer Fragen beantworten:

Folgerung 2.34. Man kann den endlichen n—Uberlagerungskomplex ((K;)o<i<n, <,~) allein
durch primitive Erweiterungen aus dem homogenen n—-Komplex ((K;)o<i<n, <) erhalten.

Wir haben damit gezeigt, dass es keinen endlichen n—Uberlagerungskomplex gibt, der
sich nicht aus einem homogenen n—-Komplex erzeugen lédsst. Wenn wir einen homogenen
2-Komplex als Papiermuster auffassen, ist ein 2-Uberlagerungskomplex einfach eine Wahl
von Flachen, die zusammengefaltet werden sollen. Dann sagt uns diese Folgerung, dass es
moglich ist, jede solche Wahl zu falten. Da dies mit starrem Papier nicht moglich ist, wie
z.B. die erzwungenen Faltungen aus den Beispielen 2.3 und 2.4 belegen, handelt es sich hier
um eine Schwiche unseres Modells.

Modifikation fiir lokale Simplizitat Wenn wir zusétzlich annehmen, dass unsere n—Uber-
lagerungskomplexe lokal simplizial sind (also dass die Papierfaltung aus Dreiecke besteht),
konnen wir die Aussagen aus Abschnitt 2.3.1 ein wenig verschéiirfen, um etwas einfachere
Bedingungen fiir das Zusammenfalten von Dreiecken (im Vergleich zu allgemeineren Flidchen)
zu erhalten.

Um dies auszufiihren, miissen wir voraussetzen, dass lokale Simplizitdt bei Erweiterungen
erhalten bleibt. Da diese aber nur vom zugrundeliegenden homogenen n—Komplex abhangt
und dieser sich bei Erweiterungen nicht dndert, ist dies der Fall, wie wir in Bemerkung 2.35
festhalten.
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Bemerkung 2.35. Sei S ein lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplex. Jede Erweiterung
von S ist auch lokal simplizial.

In Folgerung 2.36 verschérfen wir die Aussage von Lemma 2.30. Dort hatten wir untersucht,
wann die Erweiterung um eine Identifikation vom Grad Null (also der Punkte p und ¢) wieder
einen n-Uberlagerungskomplex liefert. Im Fall von Papier diirfen p und ¢ dafiir nicht in einer
gemeinsamen Kante oder Fliche (die nicht notwendig ein Dreieck ist) vorkommen. Jetzt, wo
wir uns auf Dreiecke beschrinken, miissen wir nur iiberpriifen, dass p und ¢ nicht in einer
gemeinsamen Kante vorkommen.

Folgerung 2.36. Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplex.
Weiter seien p,q € Ko mit p # q gegeben, zusammen mit einer Identifikation ¢ : S<p, — S<q.

Die primitive Erweiterung vom Grad 0 um o liefert genau dann einen n—Uberlagerungs-
komplex, wenn gilt:

o Es gibt keine a,b € Ko mit a ~ p und b ~ q, sodass ein x € Ky existiert, das a < x und
b < x erfillt.

Beweis. Gemifl Lemma 2.30 liefert die primitive Erweiterung vom Grad 0 um ¢ genau dann
einen n—Uberlagerungskomplex, wenn gilt:

Es gibt keine a,b € Ko mit a ~ p und b ~ ¢, sodass ein = € | J;_, K; existiert, das a < =
und b < z erfiillt.

Da S<, isomorph zu einem Simplex ist und je zwei Punkte eines solchen durch eine Kante
verbunden sind, kann ohne Einschrankung x € Xy angenommen werden. O

Damit ergibt sich natiirlich auch eine Verschérfung von Satz 2.32, der klassifiziert, wann die
Erweiterung um eine allgemeine Identifikation einen n—Uberlagerungskomplex liefert. Da die
einzige Einschrinkung dieses Satz auf dem Analogon von Folgerung 2.36 beruhte, iibertrigt
sich deren Vereinfachung auch hier.

Folgerung 2.37. Sei S = ((Ki)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer n-Uberlagerungskomplex
und ¢ : Sgp — Sz4 eine Identifikation auf S. Dann liefert die Erweiterung von ~ um ¢
genau dann einen n—Uberlagerungskomplex, wenn gilt

e Fiir jedes p € Ko mit p < f und p o ¢(p) gibt es kein x € Ky mit p < x und p(p) < .

Insgesamt haben wir also mit Satz 2.32 (im allgemeinen Fall) bzw. Folgerung 2.37 (im lokal
simplizialen Fall) klassifiziert, in welchen Féllen eine Identifikation einen n-Uberlagerungs-
komplex liefert. Im Fall von Papier wissen wir also, wann wir in unserem Modell zwei Flidchen
zusammenfalten kénnen.

2.3.2 Faltung benachbarter Flichen

Wir haben uns in Abschnitt 2.3.1 damit befasst, wann die Erweiterung um eine Identifikation
einen n—Uberlagerungskomplex liefert. Allerdings ist es noch nicht klar, in welchen Fillen eine
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solche Identifikation existiert. In diesem Abschnitt betrachten wir eine Situation, in der wir
die Existenz von Erweiterungen hiufig allgemein garantieren kénnen.

Dazu schrinken wir uns auf das Zusammenfalten benachbarter Fliachen ein. Im lokal sim-
plizialen Fall wird eine Identifikation vom Grad 2 durch die Angabe zweier Dreiecke und
die Identifikation der Punkte eindeutig festgelegt. Daher gibt es zu zwei Flichen generisch 6
solche Identifikationen, die durch die Konstanz auf dem Schnitt (vgl. Definition 2.22) weiter
eingeschrankt werden. Falls die Dreiecke z. B. einen Punkt gemeinsam haben, gibt es nur noch
zwei mogliche Identifikationen (man kann noch die beiden anderen Punkte vertauschen).

Sind zwei Flidchen aber durch eine Kante verbunden (also benachbart), so gibt es genau
eine Identifikation dieser beiden Flachen, die wir Nachbaridentifikation nennen.

Definition 2.38 (Nachbaridentifikation). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein n-Uberlagerungs-
komplex. Fine Identifikation ¢ : Sgy — S<g mit f,g € K;(0 < i < n) heifft Nachbaridenti-
fikation (bzgl. S), falls gilt:

e o ist konstant auf dem Schnitt.
o FEs gilt entweder i =0 oder es gibt k € K1 mit [k] < [f] und [k] < [g].

Wir halten in Bemerkung 2.39 fest, dass es fiir lokal simpliziale n—Uberlagerungskomplexe
immer eindeutige Nachbaridentifikationen gibt.

Bemerkung 2.39. Sei S = ((Ki)o<i<n, <, ~) ein lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplex.
Seien f,g € K; (mit 0 <i<n)undk € K;_1 gegeben, sodass [k] < [f] und [k] < [g] gelten.
Dann gibt es genau eine Nachbaridentifikation ¢ : S5y — S<q.

Beweis. Da S lokal simplizial ist, ist die Identifikation bereits durch die Bilder der Punkte
festgelegt. Ein i—Simplex hat ¢ + 1 Punkte, von denen durch die Nachbarschaftsbedingung
bereits die Bilder von ¢ Punkten festgelegt sind. Da ¢ bijektiv sein muss, gibt es genau eine
mogliche Fortsetzung. O

Fiir homogene n—Komplexe, die sich komplett auf einen n—Simplex zusammenfalten lassen,
konnen wir sogar garantieren, dass jede Nachbaridentifikation eine Erweiterung ermoglicht.

Satz 2.40. Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplex. Es gebe
eine Aquivalenzrelation ~*, sodass gelten:

° ((Ki)ogign, =, NA) ist ein nbeerlagerungskomplex.
e S ist eine Teiliiberlagerung von ((’Ci)OSiSna -<,~A).
o K,/ ~2 ist einelementig.

Seien @1, ..., pm Nachbaridentifikationen. Dann ist Sy, . o, eine Erweiterung von S.

m

Beweis. Jede Nachbaridentifikation ¢ : S5y — S, ist aufgrund von Bemerkung 2.39 eindeu-
tig festgelegt.

Wir konstruieren nun aus f ~2 ¢ einen Komplex-Morphismus v : Sgp — Sgg, wobeix 5 f
auf das Element y x g abgebildet wird, das ihm gem#f der starken Abwéartskompatibilitét
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(Bemerkung 2.18) eindeutig zugeordnet sind. Mit dem selben Argument ist auch ¢! ein

Komplex—Morphismus. Insgesamt haben wir also einen Komplex—Isomorphismus bzw. eine
Identifikation vorliegen. Diese ist nach Konstruktion konstant auf dem Schnitt.

Folglich miissen ¢ und v {ibereinstimmen. Insbesondere erfiillt die Erweiterung um ¢ stets
die Irreduzibilitdtseigenschaft, ist also wohldefiniert. O

Wir mochten darauf hinweisen, dass die ¢; aus Satz 2.40 nicht notwendig unabhéngig sein
miissen, z. B. konnte Sy, . o, = (‘5’5017.,,,907,1)@1%+1 eintreten, wie Beispiel 2.41 zeigt.

Beispiel 2.41. Sei S der lokal simpliziale 1-Uberlagerungskomplex

d
]C() = {A,B,C,D} 4 D
K1 :={a,b,c,d} a ¢
C

B
mit < wie in der Graphik und ~ als Gleichheit. b
Fiir je zwei benachbarte Elemente aus K1 legt Satz 2.40 genau eine Identifikation fest.

Dies definiert die vier Identifikationen ©ap, o, Ped, Pda- Nachdem wir S um ©qp, Ope Und Ocq
erweitert haben, liefert die Erweiterung um pq, keine Anderung.

Die Situation aus Beispiel 2.41 tritt genau dann auf, wenn es eine Folge

fl?f?a"wfm:fl szICn

gibt, sodass f; und fi,1 fiir jedes 1 <4 < m eine gemeinsame Kante haben®.

2.3.3 Kommutativitat

Wir haben uns in Abschnitt 2.3 bislang nur mit der Definition und Konstruktion des Faltvor-
gangs beschéftigt. Wenn man aber versucht, alle moglichen Faltungen zu einem gegebenen
n-Uberlagerungskomplex zu bestimmen, wichst die Anzahl der Maglichkeiten sehr schnell
mit der Gréfle des Komplexes an. Es ist also sinnvoll, sich mit einer Verringerung dieser
Moglichkeiten zu befassen.

In diesem Abschnitt werden wir nachweisen, dass verschiedene Erweiterungen miteinander
kommutieren. Es spielt also keine Rolle, in welcher Reihenfolge wir zwei verschieden Simplex-
paare identifizieren. Dazu zeigen wir fiir zwei Identifikationen ¢ und 1, dass die Erweiterung
von ~, um % gleich der Erweiterung von ~, um ¢ ist.

Wir fithren diese Aussage auf die Gleichheit der Aquivalenzrelationen ~ oy und ~y,, Zuriick,
die wir dadurch nachweisen, dass wir eine Darstellung von ~_, angeben, die unabhéngig
von der Reihenfolge der Identifikationen ist. Um diese zu finden, verwenden wir die prézise
Anderung der Aquivalenzrelationen durch eine Erweiterung aus Definition 2.23.

Wir kénnen die Identifikation ¢ nimlich als Ubergang zwischen jeweils zwei Aquiva-
lenzklassen verstehen. Die natiirliche Verallgemeinerung dieser Anschauung wére, dass ~
zwei Uberginge erlaubt, einen mittels ¢ und einen mittels . Allerdings entspricht das nicht
unserer Definition von ~y. In dieser erlauben wir dre: Ubergiinge, zuerst mit o, dann mit

5Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 4.1.6 liegt hier also einen geschlossenen Weg vor.
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1 und zuletzt erneut mit . Im Allgemeinen kann es passieren, dass man diese alle benotigt,
wie Beispiel 2.42 demonstriert.

Beispiel 2.42. Wir betrachten den 1-Uberlagerungskomplex S:
A B

IC() = {A,B,C,D}
K= {{AvB}7{C7D}}

mit <:=€, und ~ als Gleichheit. ¢ D

Nun ist p : Sqpa,8y — S<qc,py vermdige p(A) = C und p(B) = D eine Identifikation vom
Grad 1. Ersichtlich ist S, eine Erweiterung von S. Ebenso ist 1) : Sgxp — S<xc mit (B) = C
eine Identifikation vom Grad 0. Auch hier ist Sy eine Erweiterung von S.

Allerdings liefert die Erweiterung um beide Identifikationen keinen 1-Uberlagerungskom-
plex, da die Irreduzibilitit an {A, B} gebrochen wird. Und wihrend A ~, D wegen

A~y Cry By D

qilt, lisst sich das nicht nur mit héchstens zwei Ubergingen beschreiben.
Dass die Irreduzibilitit bereits bei der Definition der Erweiterung eine entscheidende Rolle
spielt, sieht man daran, dass A und D beziiglich ~, nicht dquivalent sind.

Waihrend uns Beispiel 2.42 Grenzen fiir die allgemeine Vertauschbarkeit aufzeigt, konnen
wir nachweisen, dass wir nicht so viele Ubergidnge benétigen, wenn die doppelte Erweiterung
einen n—Uberlagerungskomplex liefert.

Lemma 2.43. Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein n-Uberlagerungskomplex. Seien ¢, v zwei
Identifikationen auf S, sodass eine der beiden doppelten Erweiterungen (S,)y oder (Sy),
existiert. Dann gilt fir x,y € o K;, dass © ~,y y genau dann zutrifft, wenn mindestens
eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

o (Kein Ubergang) © ~y
e (Ein Ubergang) Es gibt ein z € Uy Ki mit @ ~ 2z und p(z) ~y fiir p € {pTt, 1}

o (Zwei Uberginge) Es gibt wy,ws € Uiy Ki mit @ ~ w1, pr(wi) ~ wa und pa(wz) ~ y
mit {p1, p2} C {oT, YEY, wobei p1 und py verschiedenfarbig sind.

Beweis. Klar: Falls eine der Bedingungen erfiillt ist, folgt auch x ~_y .
Fiir die umgekehrte Richtung ist  ~_, y nach Definition 2.23 gleichbedeutend mit einer
der folgenden Bedingungen:

Lx~,y
2. Es gibt ein z € ;) K; mit 2 ~, z und 9(2) ~, y

3. Es gibt ein z € J_ ) K; mit 2 ~,, z und ¢ 1(2) ~, y.
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Der erste Fall ist unproblematisch. Die beiden anderen Fille unterscheiden sich nur darin, ob
Y oder 1)~ verwendet wird, lassen sich daher analog behandeln. Im Folgenden werden wir
den Fall fiir ¢ weiter ausfiihren.

Falls eines der ~, zu ~ reduziert, sind wir fertig. Falls nicht, so lernen wir aus Definition
2.23, dass der Ubergang durch ¢ oder ¢! vonstatten geht. Da es auch hier nicht darauf
ankommt, welche dieser beiden Abbildungen wir ¢ nennen, kénnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit davon ausgehen, dass es die erste Abbildung ist. Damit miissen wir noch
zwei Fille untersuchen.

1. Es gebe wi, ws € |J!; K; mit

P(2) ~ w2
p(wz) ~ Y

Falls (S,)y existiert, sind wir fertig, da dann w; ~,y we gilt. Da w; und wy im Defi-
nitionsbereich von ¢ liegen, liegen sie in einem gemeinsamen Simplex, sind also schon
gleich. Damit kénnen wir x ~, y folgern.

Falls (Sy), existiert, kann man erkennen, dass wy ~, z und 1 (z) ~ wy gilt, weshalb
wir wy ~,y w2 haben. Wie eben folgt wy = wy und damit x ~, y.

2. Es gebe wy, wy € J K; mit

o(wy)) ~ % w2 o~ Y

P(z) ~ p(w)

Falls (S,)y existiert, sind wir fertig, da dann w; ~y, we gilt. Da w; und wy im Defi-
nitionsbereich von ¢ liegen, liegen sie in einem gemeinsamen Simplex, sind also schon
gleich. Damit kénnen wir z ~ y folgern.

Falls (Sy), existiert, kann man erkennen, dass ¢(w1) ~y @(w2) gilt. Da ¢(wq) und
©(we) in einem gemeinsamen Simplex liegen, sind sie gleich. Daher folgt w; = w9 und
T~ Y. [

Das Lemma 2.43 zeigt, dass die resultierende Aquivalenzrelation aus einer doppelten Er-
weiterungen nicht von der Reihenfolge dieser Erweiterungen abhéngt, solange das Ergebnis
einen wohldefinierten n-Uberlagerungskomplex liefert. Unter dieser Voraussetzung kénnen
wir die Kommutativitidt zweier Erweiterungen zeigen.

Lemma 2.44. Sei S = ((Ki)o<i<n, <,~) ein n—Uberlagerungskomplex. Seien ©,v zwei Iden-
tifikationen auf S, sodass die doppelte Erweiterung (S,), ein n-Uberlagerungskomplez ist.
Dann sind auch Sy und (Sy), bereits n—Uberlagerungskompleze und es gilt (Sy), = (S,)y-
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Beweis. Nach Lemma 2.43 sind ~,y und ~, identisch. Damit ist (Sy), genau dann ein
n—Uberlagerungskomplex, wenn (Sy)y einer ist. Aus der Gleichheit der Aquivalenzrelationen
folgt die Gleichheit der n—Uberlagerungskomplexe.

Um nachzuweisen, dass Sy, ein n—Uberlagerungskomplex ist, verwenden wir Satz 2.32, der
die moglichen Erweiterungen charakterisiert. Wére dieser Satz nicht erfiillt, so géibe es ver-
schiedene p, ¢ € Ko und z € W, K;, sodass [p] v < [2]v und [q] v < [2] v, aber auch p ~¥
gelten (also ein Gegenbeispiel zur Irreduzibilitdt von Sy). Da Sy, eine Teiliiberlagerung von
(Sy), ist, wire dies dann auch ein Gegenbeispiel zur Irreduzibilitét von (Sy),. Da es sich
bei (Sy),, aber um einen n-Uberlagerungskomplex handelt, ist dies ein Widerspruch. Folglich
muss Satz 2.32 erfiillt sein und S, ist ein n-Uberlagerungskomplex. O

Das Resultat aus Lemma 2.44, dass zwei verschiedene Erweiterungen in beliebiger Reihen-
folge ausgefiihrt werden kénnen (sofern das Ergebnis wohldefiniert ist), ldsst sich durch ein
Induktionsargument auf den allgemeinen endlichen Fall {ibertragen.

Satz 2.45. Sei S = ((Ki)o<i<n, <,~) ein n—Uberlagerungskomplex. Seien ©1, ..., pm Iden-
tifikationen auf S, sodass die mehrfache Erweiterung S, .., ein n-Uberlagerungskomplex
15t.

Fiir jede Permutation m € Sy, ist dann auch S%r(1 ein n—Uberlagerungskomplex

u’fld 8§01‘Pm = S@w(l)gpﬂ(m) :

)P (m)

Beweis. Wir fiihren den Beweis per Induktion iiber m. Der Fall m = 2 wurde bereits in
Lemma 2.44 bewiesen.

Im Induktionsschritt von m auf m+1 unterscheiden wir zwei Fille. Falls 7(m+1) = m+1,
sind wir fertig, da wir nach Induktionsvoraussetzung die iibrigen Erweiterungen beliebig
vertauschen koénnen.

Andernfalls vertauschen wir ¢, und @41y in Sy, .4, (das ist nach Induktionssvoraus-
setzung maoglich). Wir konnen daher von 7(m + 1) = m ausgehen. Da S, . ,,,,, eine doppel-
te Erweiterung von Sy, .., , ist, gilt nach Lemma 2.44 die Gleichheit Sy, . 0. 1 omi1om =
Sp1...pmi1- Damit sind wir im ersten Fall und kénnen die Induktionsvoraussetzung anwen-
den. O

Wir haben diesen Abschnitt damit begonnen, die kombinatorische Explosion bei der Be-
stimmung aller moglichen Faltungen zu beklagen. Mit Satz 2.45 kénnen wir die Anzahl der
Moglichkeiten etwas einschranken, da es zur Konstruktion einer Faltung geniigt, sich die ver-
wendeten Identifikationen (als Menge) zu merken. Wir bemerken aber, dass die Anzahl der
Moglichkeiten auch unter Verwendung dieses Satzes noch immer sehr schnell ansteigt.

2.4 Entfalten

Wihrend wir uns im letzten Abschnitt mit dem Zusammenfalten von n—Uberlagerungskom-
plexen auseinandergesetzt haben, widmet wir uns in diesem Abschnitt ihrer Entfaltung. Unser
Hauptresultat (Bemerkung 2.51) wird sein, dass die Menge der moglichen Entfaltungen eine
natiirliche Verbandsstruktur besitzt, also eine deutlich reichhaltigere Struktur als die Faltun-
gen aus Abschnitt 2.3.
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Um dorthin zu gelangen, miissen wir verstehen, was ,, Entfaltung” bedeutet. Dabei stellen
wir eine Asymmetrie zwischen dem Zusammenfalten und dem Entfalten fest. Denn um zu
wissen, welche Aquivalenzklassen vereinigt werden sollen (wie beim Zusammenfalten), miissen
wir nur je ein Element aus jeder Klasse angeben (daher funktionieren Identifikationen), aber
um eine Aquivalenzklasse zu zerteilen (wie es beim Entfalten geboten ist), muss die gesamte
Partition angegeben werden. Wir konnen also nicht erwarten, dass das Entfalten ebenso
einfach wie das Zusammenfalten beschrieben werden kann.

Bei der Untersuchung von Faltungen haben wir einige Resultate erzielt, indem wir jede
Erweiterung in primitive Erweiterungen zerlegt haben. Analog versuchen wir , primitive Ent-
faltungen* zu definieren, aus denen jede Entfaltung aufgebaut ist. Die Situation, die mit
den primitiven Erweiterungen in grofiter Analogie steht, ist die Aufspaltung von genau einer
Aquivalenzklasse. Solche Entfaltungen bezeichnen wir als primitive Spaltungen.

Definition 2.46 (primitive Spaltung). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~°) ein n-Uberlagerungs-
komplex. Sei f € ICj (mit 0 < j < n). Der n-Uberlagerungskompler R = ((’Ci)ogign, <,~R)
heifit primitive Spaltung (von S) an [f], falls gilt

o R ist eine Teiliiberlagerung von S
o Firx ey K; mitx £° f gilt [x]s = [z]r. (Nur [fls wird aufgespalten.)
Die Partition {[z]g|z ~5 f} heifit Spaltungspartition von R.

Definition 2.46 legt besonderen Fokus auf die Spaltungspartition, in die eine Aquivalenz-
klasse [f]s zerfallt. Das liegt daran, dass nicht jede Partition von [f]s eine primitive Spaltung
liefert. Um dies zu verstehen, betrachten wir die Einschriankungen von Abwéirtskompatibilitat
und Irreduzibilitét, denen n-Uberlagerungskomplexe geméf Definition 2.17 unterliegen.

Waihrend beim Zusammenfalten die Abwiértskompatibilitéit einfach zu erfiillen ist und die
Irreduzibilitét fiir Komplikationen sorgt, ist es es beim Entfalten genau umgekehrt. Die Irre-
duzibilitit kann durch ein Aufspalten von Aquivalenzklassen niemals gefihrdet werden, die
Abwértskompatibilitit aber stindig. Damit zwei Elemente getrennt werden kénnen, diirfen
sie nicht durch Elemente héherer Dimension ,zusammengehalten® oder ,,gebunden® werden.
Diesen Begriff der ,,Bindung® formalisieren wir in Definition 2.47.

Definition 2.47 (Bindungsrelation). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein n-Uberlagerungskom-
plex. Seien f,g € KCj (0 <j <n)mit f ~ g gegeben.

Wir nennen das Paar (f,g) gebunden, falls es x,y € K; (firi<j<n)mit f <z, g <y
und x© ~ y gibt. Die dadurch definierte Relation heiffit Bindungsrelation.

Bemerkung 2.48. Die Bindungsrelation ist eine Aquivalenzrelation auf jeder ~—Aquiva-
lenzklasse.

Wir fithren in Satz 2.49 aus, dass sich primitive Spaltungen mit der Bindungsrelation
charakterisieren lassen.

Satz 2.49. Seien S = ((’Ci)ogign,<,Ns) ein n-Uberlagerungskomplez und f € ICj (mit
0<j<n)
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Eine Partition #,-, M von [fls ist genau dann Spaltungspartition einer primitiven Spal-
tung von [f]s, wenn sie mit der Bindungsrelation vertraglich ist (d. h. falls sie gréber als die
Partition der Bindungs—Aquivalenzklassen ist).

NR7

Bewets. 1. Sei die primitive Spaltung R gegeben. Wir betrachten die Klasse von z

mit 2 ~% f. Fiir jedes y, das mit x gebunden ist, gibt es u,v € K; (fiir j < I < n)
mit £ < u, y < v und v ~° v, d.h. u ~® v. Folglich gilt z ~® y aufgrund der
Abwirtskompatibilitét.

2. Sei nun die Partition H;nzl M; gegeben, die mit der Bindungsrelation kompatibel ist.

Wir miissen zeigen, dass das so konstruierte R tatséichlich ein n—Uberlagerungskomplex
ist (dann ist es nach Konstruktion Teiliiberlagerung von S).

Da ~* eine Verfeinerung von ~¢ ist, ist die Irreduzibilitét erfiillt. Zur Uberpriifung der
Abwirtskompatibilitit geniigt es, die u ~™ v mit u,v € K; fiir [ > j zu betrachten.

Da nur [f]s aufgespalten wird, miissen wir nur z,y € [f]s iiberpriifen. Falls es solche
r < uund y < v gibt, ist (z,y) gebunden, also  ~* y. Damit ist die Abwirtskompa-
tibilitdt erfiillt und R ist ein n—Uberlagerungskomplex. O

Mit anderen Worten: Die Aquivalenzklassen der Bindungsrelation bilden die feinste mog-
liche Aufspaltung einer ~—Aquivalenzklasse, die die Abwirtskompatibilitit erfiillen.

Da die primitiven Spaltungen an [f] durch Partitionen indiziert sind, erhalten sie von diesen
eine kanonische Verbandsstruktur. Wir erinnern uns daher an die Definition eines Verbandes.

Definition 2.50 (Verband). Die partielle Ordnung” (P, <) heifst Verband, falls gilt:

1. Zu je zwei Elementen a,b € P gibt es ein eindeutiges Supremum, d. h. ein x € P mit
e a<zundb<z
o Jedesw € P mita <w und b <w erfillt xt < w.

Dieses Element heifit auch der join von a und b und wird mit a vV b bezeichnet.

2. Zu je zwei Elementen a,b € P gibt es ein eindeutiges Infimum, d. h. ein x € P mit
e x<agundx<b
o Jedesw € P mit w < a undw <b erfillt w < z.
Dieses Element heifit auch der meet von a und b und wird mit a A b bezeichnet.
Nachdem wir uns die Definition eines Verbandes ins Gedéchtnis gerufen haben, kénnen wir

die Verbandsstruktur auf den moglichen Spaltungspartitionen beschreiben. Diese lassen sich
iiber Satz 2.49 auf die primitiven Spaltungen eines n—Uberlagerungskomplexe iibertragen.

Bemerkung 2.51. Die Menge aller Partitionen, die mit der Bindungsrelation vertrdglich
sind, bildet einen Verband, wobei

also eine binire Relation, die reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist
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o {Mi,....My} < {Ni,...,Ny} soll genau dann gelten, wenn es zu jedem M; ein N;
mit Mi - Nj gibt.

e Der Meet ist definiert als

{My,.... Mp} AN, Not = {M N NG < i <m, 1< < nf\{0}

e Der Join ist definiert als

{Mlao.-me}\/{Nl,...7Nn} = /\ P,
Pep

wobei P aus allen mit der Bindungsrelation kompatiblen Partitionen {Py} besteht, die
{M;} <A{Py} und {N;} < {Py} erfillen.

Dadurch wird eine Verbandsstruktur auf den primitiven Entfaltungen eines n—Uberlagerungs-
komplezes induziert, dessen partielle Ordnung durch , Teiliiberlagerung® gegeben ist.

Wir haben in Bemerkung 2.51 erkannt, dass die primitiven Spaltungen eines n—Uberla-
gerungskomplexes eine Verbandsstruktur haben und damit die Entfaltung von n—Uberlage-
rungskomplexen beschrieben.

In endlichen Verbénden gibt es ein kleinstes und ein gréfites Element. Da das grofite Ele-
ment dieses Verbandes dem urspriinglichen n—Uberlagerungskomplex entspricht (also keiner
Entfaltung), entspricht das kleinste Element der maximal mdglichen Entfaltung. Alle an-
deren Elemente (aufler dem maximalen) entsprechen damit nicht—-maximalen Entfaltungen.
Um eine eindeutige Entfaltung zu definieren, miissen wir fiir jede mogliche Aquivalenzklasse
ein Element des entsprechenden Verbandes angeben. Von allen nicht—trivialen Entfaltungen
lasst sich nur die maximale Entfaltung im Allgemeinen eindeutig identifizieren. Daher ist es
plausibel, dieses kleinste Element zu wihlen, wenn man eine eindeutige Entfaltung definieren
mochte.

Wenn wir diese Uberlegung aber auf Papierfaltungen iibertragen, stellen wir ein Problem
fest: In einem 2-Uberlagerungskomplex ist die Bindungsrelation auf den Flichen Ky trivial.
Damit lassen sich die Flichen beliebig aufspalten — im Widerspruch zu unserer Anschauung,
in der es moglich ist, dass eine Fliche zwischen zwei anderen ,eingequetscht® ist. Das deutet
darauf hin, dass unsere Modellierung an dieser Stelle unvollsténdig ist. Wir werden uns in
Kapitel 3 ausfiihrlich mit dieser Thematik beschéftigen.

2.5 Einbettungen

Im gesamten Kapitel 2 haben wir bisher nur iiber abstrakte Faltungen gesprochen (es war
nie relevant, wie diese Komplexe konkret im R3 aussehen). Dadurch hat unser Modell Mog-
lichkeiten, die ein Modell auf Basis des R? niemals haben kann. Wihrend man in vielen
Anwendungen die Faltmuster (also Z—Uberlagerungskomplexe) aus dem R?® nimmt, ist dies
nicht die einzige Moglichkeit zur Konstruktion eines 2-Uberlagerungskomplexes.

Es ist ndmlich moglich, simpliziale Flichen abstrakt zu konstruieren, wie z. B. [BNPS]
mithilfe von Gruppentheorie demonstriert. Wenn man mit einem 2-Uberlagerungskomplex
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aus einer solchen Quelle startet, ist es nicht direkt klar, ob man diesen im R® darstellen
kann. An dieser Stelle benotigen wir eine abstrakte Beschreibung von Faltungen, da es nicht
moglich ist, die ,Faltung® dieses Komplexes im R? auszufiihren.

Wir haben am Ende des letzten Abschnitts 2.4 zu Entfaltungen zwar eingesehen, dass
das Modell dieses Kapitels unvollsténdig ist. Dennoch koénnen wir die Frage nach mdoglichen
Darstellungen in den R? hier schon stellen. Die genauere Analyse, auf die wir in Kapitel 4
eingehen werden, wird auf den Ideen dieses Abschnitts aufbauen.

Die erste Frage ist, was wir mit einer Darstellung oder Einbettung eines 2-Uberlagerungs-
komplexes in den R3 eigentlich meinen. Da eine Einbettung normalerweise injektiv ist, aber
zusammengefaltete Flichen an denselben Teilmengen des R? liegen, gibt es hier einen Kon-
flikt. Um diesen aufzuldsen, betrachten wir einen lokal simplizialen 2-Komplex mit Ecken
Ko, Kanten K1 und Fliachen Ko. Wir iiberlegen uns zunéchst, wie diese Simplizes abgebildet
werden miissen und auf Basis dieser Information, wie wir den Konflikt 16sen kénnen.

Jeder Ecke soll ein Punkt zugeordnet werden. Eine Kante ist durch ihre beiden Eckpunkte
festgelegt®. Die Flichen sollen auf 2-Simplizes, also Dreiecke abgebildet werden. Auch diese
sind durch ihre Eckpunkte festgelegt. Im Allgemeinen bildet man also einen k—Simplex auf
die konvexe Hiille seiner Eckpunkte ab (nachdem man diese eingebettet hat).

An dieser Stelle bekommen wir Schwierigkeiten mit unserer Intuition, falls es zwei verschie-
dene Simplizes mit den gleichen Eckpunkten gibt. Dies tritt in Fall (4) aus Beispiel 2.8 ein,
wo wir zwei verschiedene Kanten mit den gleichen Eckpunkten vorliegen haben. Wenn wir
eine Kante also auf die konvexe Hiille ihrer Eckpunkte abbilden, wiirden diese beiden Kanten
identisch eingebettet werden. Um diese Félle allgemein auszuschlieen, beschreiben wir die
kritischen Fille (als Anomalien) gesondert.

Definition 2.52 (Anomalie). Sein >0 und S = ((K;)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer n—
Uberlagerungskomplex. Zwei verschiedene Aquivalenzklassen [f],[g] € Ki/ ~ (fir 0 <i < n)
bilden eine i—Anomalie, falls

{lp] € Ko/ ~ | Ip] < [f1} = {lp] € Ko [ [p] < [9]}

gilt. Die Menge aller Aquivalenzklassen, die paarweise eine i—Anomalie bilden, heifit An-
omalieklasse.
Falls es zu S keine Anomalien g¢ibt, heifit S anomaliefres.

Im Fall von 2-Anomalien sagt diese Definition aus, dass zwei Dreiecke genau dann eine
Anomalie bilden, wenn sie dieselben Punkte besitzen. Dadurch liegen sie an der gleichen
Position im R3.

Falls Anomalien auftreten, ist eine Einbettung in den R? nicht méglich, da z.B. zwei
verschiedene Flichen auf die selbe Teilmenge des R? abgebildet wiirden. Wenn wir diese
Fille ausschliefen, kénnen wir die Einbettung eines n—Uberlagerungskomplexes allein durch
die Bilder seiner Punkte festlegen.

8Wenn man krummlinige Einbettungen zulisst, wiirde man eine Kante auf eine glatte Kurve abbilden, deren
Rand durch die Eckpunkte der Kante gegeben sind. Man kann die Definitionen in diese Richtung ausbauen,
allerdings werden sie dadurch schwerer zu benutzen. Daher bleiben wir bei den einfachen Definitionen.
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Wir miissen aber noch eine Variation der Injektivitat garantieren, um den Namen , Einbet-
tung® zu legitimieren. Die Abbildung sollte ,;so injektiv wie moglich“ sein, d. h. zwei Simplizes
z und y sollten sich in der Einbettung genau dann schneiden, wenn sie es genauso im n—Uber-
lagerungskomplex tun. Damit gelangen wir zur vollstdndigen Definition der Einbettung, die
wir in Definition 2.53 zusammenfassen:

Definition 2.53 (simpliziale Einbettung). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein anomaliefreier lokal
simplizialer n—Uberlagerungskomplex und sei eine Abbildung o : Ko/ ~— R? gegeben. Diese
induziert eine Abbildung

7: Pot(Ko/ ~) = Pot(RY), M s ConvexHull({+(p)|p € M}).

Fir x € §;_, K; definiere
K5 =l e Ko | p=ah

Dann heifit o (simpliziale) Einbettung von S in den R?, falls fiir alle x,y € Wi, Ki gilt,
dass

055" M5) = 2557 N K?).

Definition 2.53 beruht im Wesentlichen auf der Idee, dass zwei Dreiecke des 2-Uberlage-
rungskomplexes genau dann eine Kante gemeinsam haben, wenn sie auch in der Einbettung
eine Kante gemeinsam haben. Zur Illustration wenden wir diese Bedingung auf die Menge
der Punktiquivalenzklassen an, die infolgedessen paarweise verschieden abgebildet werden
miissen.

Folgerung 2.54. Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein anomaliefreier lokal simplizialer n—Uberla-
gerungskomplex und ¢ : Ko/ ~— R? eine simpliziale Einbettung. Dann ist 1 injektiv.

Beweis. Seien x,y € Ky mit z o4 y. Dann sind ICB“T und /CB< Y disjunkt. Folglich miissen auch
7] und 7(K5Y) disjunkt sein. Wegen z(K5™) = {«([2])} und 2(K5") = {¢([y])} folgt die
Behauptung. O

Damit haben wir den Begriff der Einbettung definiert. Wir kénnen jetzt zwei verschiedene
Fragestellungen angehen:

1. Kann ein gegebener n-Uberlagerungskomplex (gegebenenfalls nach einigen Faltungen)
eingebettet werden?

2. Lisst sich die Faltung eines eingebetteten n—Uberlagerungskomplexes auch einbetten?
Wir werden einen Teil der ersten Frage in Abschnitt 2.5.1 untersuchen, indem wir die Frage
von allgemeinen n—Uberlagerungskomplexen auf Simplizes zuriickfithren. Die zweite Frage ist

deutlich komplizierter, sodass wir in Abschnitt 2.5.2 nur einige generelle Einschrinkungen
angeben koénnen.
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2.5.1 Farbbarkeit

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, ob ein gegebener n—Uberlagerungs-
komplex eingebettet werden kann, falls er zuvor gefaltet werden darf. Wir kénnen uns also
auch fragen, ob sich eine der Erweiterungen des n—Uberlagerungskomplexes einbetten lisst.

Da Einbettungen fiir Komplexe mit weniger Flachenklassen einfacher zu bestimmen sind,
werden wir die minimalen Faltzustinde von n-Uberlagerungskomplexen klassifizieren. Wir
suchen also die n—Uberlagerungskomplexe, die nicht Teiliiberlagerung eines anderen n—Uber-
lagerungskomplexes sind. Es wird sich zeigen, dass diese minimalen n-Uberlagerungskomplexe
sdmtlich anomaliefrei sind, da es sich im Wesentlichen um Simplizes handelt.

Ein zentrales Hilfsmittel fiir diese Klassifikation ist das Konzept der Farbung. Dabei ordnen
wir jedem Punkt des lokal simplizialen Komplexes eine Farbe zu, sodass die Eckpunkte jeder
Kante verschieden gefirbt sind. Um eine Kante zu firben, bendtigen wir zwei Farben, zur
Féarbung eines Dreiecks drei und fiir einen Tetraeder vier.

Definition 2.55 (Firbung). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer’ n—Uberlage-
rungskomplex. Er heifit k—fdrbbar (mit k € N), falls es eine Abbildung f : Ko — {1,...,k}
gibt, die die folgenden Figenschaften erfillt:

1. (vertriglich mit ~) Fir x,y € Ko mit x ~y gilt f(z) = f(y).

2. (verschiedene Farben an den Eckpunkten jeder Kante) Fiir verschiedene x,y € Ky,
sodass es ein z € K1 mit ¢ < z und y < z gibt, gilt f(x) # f(y).

FEine solche Abbildung f heifit k—Fdrbung.

Da in einem k—Simplex je zwei der k + 1 Punkte durch eine Kante verbunden sind, ist ein
solcher k-Simplex automatisch (k + 1)-férbbar.

Beispiel 2.56. Sei M eine endliche Menge mit |M| = n + 1. Dann ist der n-Simplex
((POtz’+1(M))0§z‘§m C ), aufgefasst als n—Uberlagerungskomplex, (n + 1)—firbbar, da je zwei

=

Elemente aus M in einer Kante vorkommen.

Wir werden zeigen, dass ein (k — 1)—Simplex in einem gewissen Sinne der allgemeinste k—
farbbare n—Uberlagerungskomplex ist. Das klingt zunichst einmal unrealistisch, da es grofiere
k—farbbare Komplexe gibt. Beispielsweise sind zwei Dreiecke (also 2-Simplizes), die sich eine
Kante teilen, auch 3—fiarbbar. Allerdings lassen sich diese beiden Dreiecke zusammenfalten,
sodass nur ein Dreieck {ibrig bleibt.

Wenn wir Faltungen zulassen wollen, um Farbungen zu beschreiben, miissen wir iiberprii-
fen, ob diese beiden Begriffe miteinander vertriglich sind. Es ist vergleichsweise leicht zu
zeigen, dass die Farbung eines gefalteten Zustandes eine Farbung des entfalteten Zustandes
induziert, wie Lemma 2.57 demonstriert.

Lemma 2.57. Seien S, T zwei n—Uberlagerungskompleze und S sei eine Teiliberlagerung
von T . Falls T bereits k—farbbar ist, dann ist es auch S.

9Wenn wir diese Bedingung weglassen, sollten wir fordern, dass verschiedene x,y € Ko, fiir die ein z € K,
mit z < z und y < z existiert, verschiedene Farben haben.
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Beweis. Sei S = ((,Ci)ogign, =, NS) und T = ((Ki)ogign, =, NT). Da S eine Teiliiberlagerung
von 7T ist, sind die Abbildungen

(673 ]Cl/ NS — ]Cl/ NT,

[x] s — [z] 7

wohldefiniert.

Sei f: Ko/ ~T— {1,...,k} eine k-Farbung von 7. Definiere die Abbildung g : Ko/ ~°—
{1,...,k} durch g := f o ap. Wir zeigen, dass g eine k—Farbung von S ist. Seien z,y € Ky
durch eine Kante verbunden. Nach Voraussetzung gilt f([z].7) # f([y].7), also auch

9([z]ws) = flx]or) # f([ylr) = 9([y]s)-
Damit ist g eine k-Féarbung von §. 0

Nachdem wir gezeigt haben, dass sich Farbungen gefalteter Zustéinde auf Farbungen un-
gefalteter Zusténde iibertragen, miissen wir noch die umgekehrte Richtung iiberpriifen, um
die Vertréglichkeit von Faltung und Farbung nachzuweisen. Hier ist es zwar nicht der Fall,
dass jede Faltung die Farbung des n-Uberlagerungskomplexes erhilt, aber es gibt eine Fal-
tung, die von der gegebenen Farbung ausgezeichnet ist. Bei dieser werden alle gleichfarbigen
Punkte zusammengefaltet.

Definition 2.58 (Farbungsiiberlagerung). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer
n-Uberlagerungskomplex und f eine Farbung von S. Definiere eine Aquivalenzrelation ~*
auf Wo<;<, Ki wie folgt:

x ~2y e {f(p)lp € Ko,p < 7} = {f(q)|lg € Ko,q < y}

Dann ist ((’Ci)ogign, =, NA) ein anomaliefreier lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplez,
die sogenannte Fdrbungsiiberlagerung (von S beziiglich f).

Wohldefiniertheit. Wir miissen zeigen, dass ein n—Uberlagerungskomplex vorliegt.
Zum Nachweis der Dimensionalitidt betrachten wir fiir jedes z € IC; die von der Féarbung
induzierte Abbildung auf den Punkten, die in x liegen:

f{rekolp<sa} = {f(p)|peKop=ua}

Diese Abbildung ist nach Konstruktion surjektiv. Da S lokal simplizial ist, sind je zwei Ele-
mente aus {p € Ko |p < x} durch eine Kante verbunden, weshalb ihre Farben verschieden
sind. Folglich ist die Abbildung auch injektiv, insgesamt also bijektiv.

Aufgrund der lokalen Simplizitét enthilt die Menge {p € Ko|p < z} genau i + 1 Ele-
mente, ebenso also die Menge der Farben {f(p)|p € Ko,p < z}. Daraus folgt sofort die
Dimensionalitét.

Wir wollen die starke Abwirtskompatibilitdt nachweisen (vgl. Bemerkung 2.18). Dazu be-
trachten wir zwei x,y € Lﬂogign KC; mit & ~2 5. Fiir jedes a < = gilt

{f()lp € Ko,p < a} C{f(p)lp € Ko,p < 2} = {f(q)|q € Ko,q < y}.
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Da die Farbung auf einem Simplex eine Bijektion induziert, gibt es genau eine korrespondie-
rende Teilmenge T von {q € Ky|q < y}. Da S lokal simplizial ist, gibt es zu dieser Teilmenge
T genau ein b < y, sodass T = {q € Ko|q < b} gilt. Nach Konstruktion haben wir a ~* b. [

Wir haben damit gezeigt, dass Faltung und Farbung von n—Uberlagerungskomplexen zum
groflen Teil miteinander vertrdglich sind. Daher sind wir legitimiert, Faltungen zur Unter-
suchung von Farbungen zu verwenden. Wir wollen darauf hinaus, dass ein lokal simplizialer
n—Uberlagerungskomplex genau dann k-firbbar ist, wenn seine Firbungsiiberlagerung in ei-
nem (k — 1)-Simplex liegt.

An dieser Stelle stoBen wir auf ein Problem, da es nicht klar ist, inwiefern ein 2-Uber-
lagerungskomplex aus z.B. 4 Dreiecken in einem einzelnen Dreieck liegen kann. Um dieses
Dilemma zu 16sen, betrachten wir Papierfaltungen. Ein Papiermuster aus gleichseitigen Drei-
ecken ist genau dann 4—firbbar, wenn es sich so zusammenfalten lassen, dass es wie ein Teil
eines Tetraeders aussieht.

In dieser Umformulierung erkennen wir das fehlende Puzzlestiick: Wir interessieren uns fiir
das Aussehen der Faltung, nicht deren innere Struktur. Um diese duflere Form aus einem
n-Uberlagerungskomplex herauszuholen, miissen wir jede Aquivalenzklasse von zusammen-
gefalteten Elementen als ein Element auffassen. Wir erhalten dadurch den Basiskomplex eines
n—Uberlagerungskomplexes.

Definition 2.59 (Basiskomplex). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein n-Uberlagerungskomplex.
Der homogene n—Komplex ((KCi/ ~)o<i<n, <) mit KC;/ ~:={[z]|z € K;} und < wie in Defini-
tion 2.17 festgelegt, heifit Basiskomplex von S, bezeichnet mit BK|[S].

Der Basiskomplex eines Faltzustandes beschreibt ausschliefSlich, wie dieser Zustand von
auflen aussieht, wenn man die interne Faltstruktur ignoriert. Damit handelt es sich dabei
um eine komplementire Sichtweise auf n—Uberlagerungskomplexe, die wir bislang nur als
gefaltete Struktur aufgefasst haben.

Wir kénnen jetzt sagen, dass ein n—Uberlagerungskomplex genau dann k—firbbar ist, wenn
der Basiskomplex seiner Fiarbungsiiberlagerung in einem (k —1)-Simplex enthalten ist. Dabei
stellen wir die ,,enthalten sein“~Beziehung durch einen Komplex—Monomorphismus (vgl. De-
finition 2.10) dar. Da die Féarbungsiiberlagerung nur bei Anwesenheit einer Férbung vorliegt,
miissen wir den Satz 2.60 ein wenig allgemeiner formulieren.

Satz 2.60. Sei S ein lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplex. Dann ist S genau dann
k—firbbar, wenn es einen n—Uberlagerungskomplex T mit den folgenden Eigenschaften gibt:

o S ist eine Teiliiberlagerung von T .
o Es gibt einen Komplex—Monomorphismus von BK|[T] in einen (k — 1)-Simplex.

Beweis. Sei § k—fiarbbar. Definiere T als die Farbungsiiberlagerung von S beziiglich dieser
Fiarbung. Nach Konstruktion hat 7 maximal k verschiedene Punktiquivalenzklassen, also
hat BK|[T] maximal k verschiedene Punkte. Damit es einen Komplex—Monomorphismus in
einen (k — 1)-Simplex gibt, miissen wir zeigen, dass BK|[T] anomaliefrei ist (sonst gibe es
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z. B. zwei Kanten mit den selben Punkten). Dies ist genau dann der Fall, wenn 7 anomaliefrei
ist. Nach Definition 2.58 ist dies aber automatisch garantiert.

Umgekehrt existiere ein solcher n-Uberlagerungskomplex 7. Nach Beispiel 2.56 ist der (k —
1)-Simplex k—férbbar. Da bei einem Komplex—Monomorphismus keine zusétzlichen Kanten
in BK[T] hinzukommen konnen, ist auch BK[T] k—farbbar, also auch 7 selbst. Schliefilich
ist nach Lemma 2.57 auch & k—farbbar. O

Wenden wir diesen Satz auf 3—farbbare Papierfaltungen aus Dreiecken an, so erhalten wir,
dass diese sich stets so zusammenfaltem lassen, dass sie in einem Dreiecks liegen. Allerdings
konnen wir ein Dreieck niemals auf eine Kante falten, demnach sind Papierfaltungen aus
Dreiecken genau dann 3—farbbar, wenn man sie auf ein Dreieck zusammenfalten kann. Diese
Erkenntnis gilt auch allgemein, wie Folgerung 2.61 demonstriert.

Folgerung 2.61. Sei S ein lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplex. Dann ist S genau
dann (n + 1)-firbbar, wenn es einen n—Uberlagerungskomplexr T mit den folgenden Eigen-
schaften gibt:

e S ist eine Teiliiberlagerung von T .

e BK]|T] ist isomorph zu einem n—Simplex.

Beweis. Sei S (n + 1)-farbbar. Dann gibt es nach Satz 2.60 einen n—Uberlagerungskomplex
T = ((Ki)o<i<n, <, ~) und einen Komplex—Monomorphismus von BK|[T] in einen n—Simplex.
Da 7T ein n-Uberlagerungskomplex ist, gibt es mindestens ein Element z in K,. Damit ist
T~ isomorph zu einem n—Simplex und alle anderen Elemente aus IC,, sind dquivalent zu z.
Umgekehrt gebe es ein solches 7. Da jeder Komplex—Isomorphismus auch ein Komplex—
Monomorphismus ist, folgt die Behauptung aus Satz 2.60. O

Empirisch stellt man fest, dass man viele der 2-Uberlagerungskomplexe, auf die man trifft,
mit drei oder vier Farben fiarben kann. Geméfl Satz 2.60 lassen sich diese dann in die Form
eines Tetraeders bringen, der sich in den R? einbetten lisst. Falls mehr als vier Farben benétigt
werden, muss die Situation genauer analysiert werden.

Dieses Ergebnis beruht aber darauf, dass das Modell der 2-Uberlagerungskomplexe nicht in
der Lage ist, die Reihenfolge von Papierschichten oder deren Uberschneidungsfreiheit an den
Kanten zu erfassen. Wir werden diese Information in Kapitel 3 hinzufiigen und in Kapitel 4
analysieren, welche zusétzlichen Annahmen erfiillt sein miissen, damit das Resultat aus Satz
2.60 in diesem allgemeineren Kontext gilt.

2.5.2 Vertraglichkeit mit Faltung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, ob die Einbettbarkeit eines n—Uberla-
gerungskomplexes auch die Einbettbarkeit seiner Erweiterungen nach sich zieht (sofern diese
anomaliefrei sind).

Wir mochten dabei nicht nur mehrere Einbettungen finden, sondern auch den Faltprozess
selbst im R3 ausfithren konnen. Da bei einem Faltprozess jede Fliche isometrisch transfor-
miert wird, verlangen wir, dass ein Simplex unter allen Einbettungen so abgebildet wird, dass
diese Bilder paarweise isometrisch sind.
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Definition 2.62 (konsistente Einbettungen). Sei S = ((Ki)o<i<n, <) ein homogener n—Kom-
plex und ~1,. .., ~m seien Aquivalenzrelationen auf Wiy Ki x Ki, sodass (S,~;) anomalie-
freie n—Uberlagerungskomplexe sind (fir 1 < j < m).

Eine Familie von simplizialen Einbettungen t; : Ko/ ~j— R? (mit 1 < j < m) heift
konsistent mit {(S,~;)|1 < j < m}, falls fir alle x € §J;'_, K; die Elemente aus

{55 < j <m}
isometrisch sind.

Das Konzept der konsistenten Einbettungen beschreibt also, dass jeder Simplex des Falt-
musters wihrend des gesamten Faltvorgangs nur isometrisch im Raum bewegt werden kann.

Da die moglichen Erweiterungen stark vom homogenen Grundkomplex abhéngen (einge-
schréankt von der Definition 2.23 der Erweiterung und Satz 2.32, der die Identifikationen
charakterisiert, die zu einer giiltigen Erweiterung fithren), ist es schwer, allgemeine Aussagen
iiber konsistente Einbettungen zu treffen. Wir haben es mit drei verschiedenen verkomplizie-
renden Phinomenen zu tun:

1. Nicht alle Identifikationen sind konstant auf dem Schnitt und liefern giiltige Erweite-
rungen (charakterisiert durch Satz 2.32).

2. Nicht alle durch Erweiterungen erhaltenen n-Uberlagerungskomplexe sind anomaliefrei.

3. Es ist nicht klar, dass die Einbettung einer Erweiterung iiberhaupt existiert (aufgrund
moglicher globaler Uberschneidungen).

Wir werden daher versuchen, moglichst allgemeine Bedingungen zu finden, unter denen
konsistenten Einbettungen erlaubt sind.

Wiirden wir jede mogliche Identifikation zulassen (und fiir einen Moment die obigen Re-
striktionen aufler Acht lassen), so miissen alle Simplizes gleicher Dimension isometrisch sein,
da sie sich aufeinander falten lassen. Da Simplizes schon durch die Forderung, dass alle Kan-
ten die gleiche Lange haben miissen, festgelegt sind (fiir Fldchen nennt man dies , gleichseitige
Dreiecke®), sind sie durch die Forderung gleicher Kantenléingen schon eindeutig festgelegt.

Bemerkung 2.63. Sei S = ((Ki)o<i<n, <,~) ein anomaliefreier lokal simplizialer n—Uber-
lagerungskomplex und M die Menge aller anomaliefreien lokal simplizialen n—Uberlagerungs-
komplexe, sodass S Teiliiberlagerung von T ist.

Es sei fiir jedes T € M eine Einbettung v in den R% gegeben. Falls es ein a € R gibt,
sodass fiir jede Kante x € K1 und jede Einbettung v gilt, dass F(Kéx) Linge a hat, dann
ist diese Familie der Einbettungen konsistent bzgl. M.

Folglich ist ein Muster aus gleichseitigen Dreiecken das Muster, das generisch die meisten
Faltungen erlaubt. Hiufig sind wir aber gar nicht an beliebigen Identifikationen interessiert,
sondern z. B. nur an den n—Uberlagerungskomplexen, die wir durch Nachbaridentifikationen
(vgl. Definition 2.38) erhalten kénnen. Relevant sind natiirlich nur die Situationen, in denen
kein gleichseitiges Dreiecksmuster gewéhlt werden muss.
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Bei 1-Uberlagerungskomplexen ergibt sich keine Anderung — wenn je zwei benachbarte
Kanten dieselbe Linge haben und der Komplex zusammenhéngend ist, haben alle Kanten
dieselbe Lénge und wir sind im Fall von Bemerkung 2.63.

Bei 2-Uberlagerungskomplexen ist die Lage ein wenig komplizierter. Sobald die Kan-
tenléingen eines Dreiecks festgelegt sind, sind durch die Nachbaridentifikationen auch die
Kantenléngen der benachbarten Flachen festgelegt:

Interessant ist der Fall, in dem mehr Freiheiten als blof3 gleichseitige Dreiecke bleiben. Um
dies zu erhalten, betrachten wir anstelle der Kanten deren Eckpunkte. Da eine Kante (und
damit ihre Lénge) eindeutig durch ihre Eckpunkte beschrieben ist, geniigt eine 3—Farbung
der Ecken aus, um zu garantieren, dass wir drei verschiedene Kantenléngen wéhlen konnen
(die natiirlich ein Dreieck bilden miissen).

Lemma 2.64. Sei S = ((Ki)o<i<2, <,~) ein 3—farbbarer, anomaliefreier, lokal simplizialer
2-Uberlagerungskomplez und M die Menge aller anomaliefreien lokal simplizialen 2-Uberla-
gerungskomplexe, die man durch wiederholte Nachbaridentifikationen aus S gewinnt.

Es sei fiir jedes T € M eine Einbettung v in den R? gegeben. Falls fir jede Kante x € K3
und jede FEinbettung v die Linge von E(IC?Z) nur von den Farbdquivalenzklassen ihrer
Eckpunkte abhdngt, dann ist diese Familie der Einbettungen konsistent bzgl. M.

Beweis. Da 3-Farbbarkeit durch Nachbarschaftserweiterungen erhalten bleibt, folgt die Be-
hauptung. O

Wir haben in Bemerkung 2.63 und Lemma 2.64 allgemeine Bedingungen aufgestellt, unter
denen eine moglichst grofle Klasse von Faltungen moglich ist. In Bemerkung 2.63 lassen wir
alle moglichen Faltungen zu, wéhrend es in Lemma 2.64 nur Faltungen benachbarter Flachen
sind. Diese Bedingungen sind aber weit davon entfernt, Einbettungen zu garantieren. Sie
geben nur wieder, welche Einschrinkungen allein aus der Forderung der (uneingeschrinkten)
Faltbarkeit folgen. Jede speziellere Untersuchung muss sich also mit den folgenden Fragen
beschiftigen:

e Inwieweit werden Einschrdnkungen an die moéglichen Faltungen gestellt? Da jede mog-
liche Faltung die Wahl der Einbettung einschrénkt, lisst eine Einschrankung der mog-
lichen Faltungen mehr Freiheit in der Wahl der Einbettungen.

e Gibt es zusitzliche Einschrinkungen an die Einbettung (z. B. um Uberschneidungen zu
verhindern)?
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3 Faltkomplexe

In Kapitel 2 sind wir dem Ziel, die Faltung von Papier abstrakt zu modellieren, ein wenig né-
her gekommen. Wir haben dort ein mengentheoretisches Modell entwickelt, das unabhéngig
von einer speziellen Einbettung der Faltung in den R ist und einige Eigenschaften von Papier-
faltungen abbildet. Allerdings haben wir auch festgestellt, dass dieses Modell die Reihenfolge
von Papier nicht abbilden kann, was insbesondere bei der Untersuchung der Entfaltung in
Abschnitt 2.4 aufgefallen ist.

In diesem Kapitel werden wir diesen Mangel beheben, indem wir das Modell der n—Uber-
lagerungskomplexe so erweitern, dass wir die Reihenfolge von Fléichen ebenfalls modellieren
konnen. Dabei stellen wir fest, dass die naive Idee, lineare Ordnungen auf jeder Aquivalenz-
klasse aus K,/ ~ zu definieren, fehlschligt. Sie schldgt deswegen fehl, da sie nicht in der
Lage ist, die Reihenfolgen bei einer Faltung richtig zu aktualisieren. Dementsprechend wird
sich der gesamte Abschnitt 3.1 mit der Frage auseinandersetzen, wie man solche Reihenfolgen
verniinftig definiert.

Nachdem die Frage nach der korrekten Beschreibung von Reihenfolgen in der Definition 3.27
abschlieBend geklért ist, wenden wir uns der Untersuchung des Zusammenfaltens zu. Dabei
werden wir zuerst untersuchen, wann man zwei Punkte, Kanten oder Fldchen zusammenfalten
kann, in Analogie zu den primitiven Erweiterungen aus Abschnitt 2.3.1. Nachdem wir diesen
konstruktiven Begriff formuliert haben, definieren wir in Abschnitt 3.3 einen abstrakteren
Faltungsbegriff, der — dhnlich wie das Konzept der Teiliiberlagerungen aus Definition 2.19
— besser dazu geeignet ist, zu erkennen, ob zwei verschiedene Faltzustdnde durch Faltung
auseinander hervorgehen.

Als néichstes untersuchen wir in Abschnitt 3.4, welchen Einfluss die Betrachtung von Rei-
henfolgen auf den Entfaltvorgang hat. Wir vergewissern uns dabei, dass die unsinnigen Re-
sultate aus Abschnitt 2.4 nicht mehr auftreten. Es verbleibt aber noch immer eine gewisse
Asymmetrie zwischen Faltung und Entfaltung.

Um eine klarere Beziehung zwischen Falt- und Entfaltvorgang herzustellen, entwickeln wir
in Abschnitt 3.5 einen direkteren Formalismus zur Beschreibung von Faltung und Entfaltung.
Dieser beruht darauf, dass es zur Faltung und Entfaltung von Fléchen geniigt, die beiden
Oberfléchen zu spezifizieren, die zusammengefiithrt bzw. getrennt werden sollen.

3.1 Definition des Faltzustandes

Wenn wir Papier falten, dann haben zusammengefaltete Fléichen eine feste Reihenfolge. In die-
sem Abschnitt geht es um die Frage, um welche Informationen wir unser bestehendes Modell
der n—Uberlagerungskomplexe aus Kapitel 2 erweitern miissen, um mit solchen Reihenfolgen
verniinftig umzugehen. Wir werden dazu in mehreren Schritten vorgehen.

Wir beginnen Abschnitt 3.1.1 damit, nachzuweisen, dass es nicht ausreicht, fiir jede Menge
zusammengefalteter Flichen eine Reihenfolge anzugeben. Stattdessen werden sich die Reihen-
folgen der Flichen um jede Kante (als zyklische Reihenfolge) als zentral herausstellen, sogar
so zentral, dass wir die Reihenfolgen auf den Flidchenklassen spéter aus den Kantenumliufen
(und etwas mehr Informationen) rekonstruieren kénnen.
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Obwohl die Kantenumlédufe dazu ausreichen, die Faltzustéinde verniinftig zu definieren,
sind sie nicht ausreichend, um Faltungen eindeutig beschreiben zu kénnen. Dazu miissen wir
dariiber sprechen koénnen, welche Seiten der Flichen aufeinandergefaltet werden sollen. In
Abschnitt 3.1.2 werden wir uns daher der Beschreibung dieser Oberflichen widmen.

Unter Verwendung der Oberflichen kénnen wir verschiedene Kantenumléufe, die die selbe
Flache enthalten, vergleichen. Damit sind wir dazu in der Lage, die Interaktionen zwischen
solchen Kantenumliufen zu beschreiben, was wir in Abschnitt 3.1.3 tun werden. Schliellich
werden wir feststellen, dass wir zur vollstdndigen Rekonstruktion der Reihenfolgen auf den
Fléchenklassen noch eine Beschreibung der Randstiicke brauchen, die wir in Abschnitt 3.1.4
liefern werden.

Diese Uberlegungen kulminieren in Abschnitt 3.1.5, in dem wir die endgiiltige Definition
3.27 unserer Faltzusténde préasentieren und auf einige vereinfachende Situationen eingehen.

3.1.1 Definition von Fachern

In diesem Abschnitt weisen wir nach, dass es zur Betrachtung von Reihenfolgen nicht aus-
reicht, nur die Reihenfolgen auf den zusammengefalteten Flichen zu betrachten. Formal lésst
sich das so formulieren, dass die Festlegung einer lineare Ordnung auf jeder Aquivalenzklasse
[f] € K/ ~ nicht dazu ausreicht, um die linearen Ordnungen eines gefalteten Zustands aus
denen des ungefalteten Zustandes zu berechnen. Das folgende Beispiel 3.1 illustriert dieses
Phénomen.

Beispiel 3.1. Wir betrachten den 1-Uberlagerungskomplex!?

b a
Ko = {}
K1 :={a,b,c,d}
mit < := Ko x K1 und ~ als Gleichheit. c d

Jede Kantenklasse besteht aus genau einem Element aus IC1, wodurch die Angabe von linearen
Ordnungen auf diesen trivial ist. Wiirden wir diesen aber wie in der Graphik dargestellt in
den R? einbetten, konnten wir die Kanten a und ¢ durch eine isometrische Bewegung in der
Ebene nicht zu direkten Nachbarn machen. Demmnach ist in der Konfiguration der Graphik
eine Information enthalten, die von den linearen Ordnungen auf den Kantenklassen nicht
erfasst wird, aber dennoch zur Bestimmung gefalteter Zustinde essentiell ist.

Wihrend Beispiel 3.1 demonstriert, dass es nicht geniigt, die Reihenfolge der zusammen-
gefalteten Kanten festzulegen, suggeriert es auch eine Losung fiir dieses Problem. Wenn wir
nédmlich zu dem zentralen Punkt den Umlauf der Kanten angeben (oder in drei Dimensionen
den Umlauf der Flichen um eine Kante), haben wir die fehlende Information reprisentiert.
Wir beschreiben einen solchen zyklischen Umlauf durch eine Nachfolgerabbildung v. Da jedes
Element sowohl einen Vorgénger als auch einen Nachfolger hat, muss v bijektiv sein.

ODjeser ist zwar nicht lokal simplizial, aber das &ndert die konkrete Argumentation nicht.
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Definition 3.2 (zyklische Reihung). Sei M eine endliche Menge. Eine bijektive Abbildung
v: M — M heifit zyklische Reihung auf M, falls die Gruppe (v) < Sym(M) transitiv auf
M operiert. Die Menge aller zyklischen Reihungen auf M bezeichnen wir mit Zyk(M).

Eine zyklische Reihung auf M kann also als ein Zykel der Lénge | M| in der symmetrischen
Gruppe Sym(M) dargestellt werden.

Wenn wir jedem Punkt eines 1-Uberlagerungskomplexes einen eindeutigen Umlauf zuord-
nen wollen, miissen wir uns damit befassen, dass es immer zwei moégliche Umlaufrichtungen
gibt. Dass es sich dabei tatséchlich um ein Problem handelt, zeigt das néchste Beispiel.

Beispiel 3.3. Seien p und q die Endpunkte einer Kante K. Der Kantenumlauf (in Zykel-
schreibweise) um p sei (K, A1, As), der um q sei (K, By, By). Wenn wir keinen Umlaufsinn
vorgeben, haben wir (bis auf Symmetrie) zwei Mdglichkeiten, diese Situation in die Ebene
etnzubetten:

A1 Bl Al B2

A2 BQ A2 Bl

vS.
In der linken Darstellung kénnen wir die Kante Ay durch Falten in der Ebene unmittelbar
zwischen K und By bringen. Dies ist in der rechten Darstellung nicht mdglich — entweder A
oder By kommen dabei in die Quere.

Wir brauchen also eine Moglichkeit, verschiedene Umlaufrichtungen zu unterscheiden. In
der Ebene ist das dadurch moglich, dass wir eine universelle Umlaufrichtung festlegen kénnen
(den mathematisch positiven Drehsinn bzw. gegen den Uhrzeigersinn). Im dreidimensionalen
Raum liefert das Konzept der Orientierung die einfachste Losung: Wir kénnen den beiden
Orientierungen einer Kante die beiden verschiedenen Fléchenumlidufe zuordnen (z. B. iiber die
Rechte-Hand—Regel aus der Physik). Da wir dies ohne Bezug auf eine spezielle Einbettung in
den R3 16sen wollen, miissen wir auf die simpliziale Definition von Orientierung zuriickgreifen.

Definition 3.4 (simpliziale Orientierung). Sei S = ((K;)o<i<n, <) ein n-Simplezx. Ein Tupel
(a1,...,ap4+1) € ICg'H heifit simpliziale Orientierung (von S), falls a; # aj fir i # j
gilt. Die Menge aller simplizialen Orientierungen von S bezeichnen wir mit SimplOrient(S).

Geméf dieser Definition hat ein Dreieck sechs verschiedene simpliziale Orientierungen. Um
dies mit unserer Anschauung (die nur von zwei Orientierungen spricht) wieder in Einklang zu
bringen, miissen wir erkennen, welche davon wir als gleich ansehen wollen. Es ist sinnvoll, die
beiden moglichen Umlaufrichtungen der Punkte mit den Orientierungen des Dreiecks zu iden-
tifizieren. Daher sollen die simplizialen Orientierungen (a1, as,as), (a2, as,aq) und (as, ai, as)
als dquivalent angesehen werden. Wenn wir diese Aquivalenzklassen als Bahnen einer Grup-
penoperation darstellen wollen, sehen wir, dass es sich um die Bahnen der alternierenden
Gruppe A3 = ((1,2,3)) handelt. Da die Operation der alternierenden Gruppe immer genau
zwei Bahnen auf den simplizialen Orientierungen hat, verallgemeinern wir diese Erkenntnis
in Bemerkung 3.5.
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Bemerkung 3.5. Die symmetrische Gruppe Sy1 operiert transitiv auf der Menge der sim-
plizialen Orientierungen eines n—Simplex vermdge

Sp+1 x SimplOrient(S) — SimplOrient(S) : (7, (a1, ., an+1)) = (Ar(1)s- - Ar(nt1))-

Die Operation der alternierenden Gruppe An+1 hat genau zwei Bahnen auf den simplizialen
Orientierungen von S. Diese Bahnen bezeichnen wir als Orientierungsklassen.

Wenn man landldufig von ,,Orientierung® spricht, meint man eine der Bahnen von A, 1.
Fiir unsere Zwecke ist es allerdings praktischer, mit konkreten Bahnvertretern arbeiten zu
konnen. Dafiir miissen wir garantieren, dass alle unsere Definitionen sich unter der Operation
von Aj,41 nicht verdndern. Zudem miissen sie konsistent mit der Operation von S,11 sein
(negatives Signum fiithrt zu einer Orientierungsumkehr).

Mit dem Konzept der Orientierung in der Hand kénnen wir Kantenumlédufe definieren.
Dazu miissen wir zuerst beschreiben, aus welchen Flichen ein solcher Umlauf bestehen kann.
Es handelt sich dabei um alle Fliachen, die an der gegebenen Kantenklasse anliegen.

Definition 3.6 (Corona). Sein > 0 und S = ((K;)o<i<n, <, ~) ein n-Uberlagerungskomplex,
sowie k € Ky—1. Dann heifit

Cor([k]) := Cors([k]) == {f € Kn : [k] < [f]}
Corona (von [k]).

Geméf der Idee des Kantenumlauf handelt es sich bei diesem um eine zyklische Reihung
auf allen anliegenden Fléchen, also auf der Corona der Kantenklasse. Dabei miissen wir
darauf achten, dass ein Invertieren der Orientierung den Kantenumlauf umdreht, d.h. dass
die zyklische Reihung invertiert wird, sobald wir die Orientierungsklasse aus Bemerkung 3.5
wechseln.

Da wir in der Definition des Zusammenfaltens verschiedene solcher Kantenumliufe kom-
binieren wollen, ist es praktischer, wenn ein Kantenumlauf nicht alle anliegenden Fldchen
durchlaufen muss.

Definition 3.7 (Ficher). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer n—Uberlagerungs-
komplex. Seien [k] € Kp—1/ ~ und M C Cors([k]) gegeben. Ein Fédcher (von [k| dber M)
ist eine Abbildung

Vi) : SimplOrient(Sgp) — Zyk (M),

sodass fiir m € Spy1 und a € SimplOrient(S.y) bereits vy (7 - a) = (I/[k] (a))Sign(ﬂ)

Falls M = Cors([k]) gilt, bezeichnen wir die Abbildung als vollen Fédcher.
Falls die simpliziale Orientierung a aus dem Kontext klar ist, schreiben wir auch Uy fir
die zyklische Reihung v (a).

gilt.

Dabei beschreiben die vollen Ficher genau die Kantenumlaufe, die wir zur Behandlung
der Reihenfolge benotigen. Zwei volle Fécher, die eine Flache gemeinsam haben, konnen aber
nicht vollig unabhéngig voneinander gewihlt werden. Wir werden uns in Abschnitt 3.1.3
mit dieser Interaktion befassen, aber zunfichst miissen wir in Abschnitt 3.1.2 die Mittel zur
Behandlung dieser Interaktion bereitstellen.
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3.1.2 Definition von Oberfldchen

Wir haben im letzten Abschnitt die Kantenumlédufe definiert, die wir zur Modellierung von
Fléachenreihenfolgen bendtigen. Bevor wir uns in Abschnitt 3.1.3 mit deren Interaktionen
beschéftigen, vervollsténdigen wir unser Modell an einer anderen Stelle. In Beispiel 3.8 sehen
wir, dass wir Oberflachen benttigen, um Faltungen eindeutig festzulegen.

Beispiel 3.8. Wir betrachten den 1-Uberlagerungskomplex, der durch folgende Einbettung in
den R? gegeben ist:

Wenn wir fir die Richtung der Punktumldufe um p und q den mathematisch positiven
Drehsinn wdhlen, lauten die zyklischen Rethungen

vp((p)) = (A4, C, B) ve((9)) = (C, D).

Nehmen wir an, dass wir die Kanten C und D zusammenfalten wollen. Dadurch verdndert
sich die zyklische Reihung bei q nicht. Die zyklische Reihung um p wird hingegen um eine
Kante (ndmlich D) erweitert. Allerdings ist es nicht eindeutig, wie D in diese zyklische
Reihung eingefiigt wird.

Wir konnen die informelle Anweisung ,falte C und D zusammen® ndamlich auf zwei ver-
schiedene Weisen interpretieren. Wir konnen ,obenherum® falten

und die zyklische Reihung (A,C, D, B) an [p| erhalten. Wir kénnen aber auch ,untenherum
falten
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und an die zyklische Reihung (A, D,C, B) gelangen.

Das Beispiel 3.8 demonstriert, dass wir zur eindeutigen Spezifikation von Faltungen nicht
nur sagen miissen, welche Flachen zusammengefaltet werden, sondern auch, wie deren Ober-
flichen kombiniert werden.

Um unabhéngig von einer Einbettung in den R™ von einer ,,Oberfliche® zu sprechen, hilft
die Erkenntnis, dass die Begriffe von ,,Oberfliche* und ,Orientierung® im R” sehr eng mit-
einander verwoben sind. Bevor wir diese Einsicht allgemein formulieren, betrachten wir die
Situation im R? und R? gesondert, da auf diesen unser Hauptaugenmerk liegt und weil diese
einfacher zu visualisieren sind.

Beispiel 3.9. Im R? kénnen wir die simpliziale Orientierung (ag,a1) eines eingebetteten
1-Simplex als Richtung interpretieren:

a1
a /

Fasst man diese Richtung als Vektor a1 — ag auf, so gibt es genau einen normierten Nor-
malenvektor n, sodass die Basis (a1 — ag,n) positiv orientiert ist (d. h. det(a; — ag,n) > 0).
Man kann diesen Normalenvektor als Darstellung der Oberfliche (in diesem Fall die Seite
der Kante) verstehen, von der er ,wegzeigt*:

ai

ag
Im R3 kénnen wir analog vorgehen. Zu einem nicht-entarteten Dreieck (ag,ar,as) gibt

es genau einen normierten Vektor n, der orthogonal auf der von (ag,a1,a2) aufgespannten
affinen Ebene steht und det(ay — ag,aa — ag,n) > 0 erfillt.

a2

ai

ao
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In der Abbildung haben wir die Orientierung des Dreiecks angedeutet, die von der simplizialen
Orientierung (ag, a1, a2) festgelegt wird.

Dieses Beispiel léisst sich auf beliebige Dimensionen verallgemeinern.

Bemerkung 3.10. Sei S ein m—Simplex mit simplizialer Orientierung (ag,ai, ..., ay) und
einer simplizialen Einbettung'® v : {ag,...,am} — R™ sodass die Vektoren v(a1) — t(ap),
oy tlapy) — t(ag) linear unabhingig sind.
Dann gibt es genau einen Vektor n € R™TY mit den folgenden Eigenschaften:

1. n ist orthogonal zu t(a;) — t(ag) fir jedes 1 <i < m.

2. n hat Lénge 1.
3. det (L(al) —v(ag), ..., tlam) — tlag), n) > 0.

Falls n € R™! dieser eindeutige Vektor zur simplizialen Orientierung (%(0), e ,a,r(m))
(mit m € Sym({0,1,...,m})) ist, gilt

n = sign(7) - n.

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber werden wir die Punkte a; vermdge ¢ als Elemente des
R™*! auffassen.

Da die Vektoren a; — ay, ..., a, — ap linear unabhéngig sind, spannen sie einen Teilraum
von Dimension m auf. Dessen Orthogonalraum beziiglich R™*! ist daher eindimensional. Es
gibt genau zwei Vektoren dieses Orthogonalraums von Lénge 1, die sich durch ihr Vorzeichen
unterscheiden. Setze n als denjenigen davon, der det(a; — aq, ..., an, — ag,n) > 0 erfiillt (ein
Umdrehen des Vorzeichens von n éndert das Vorzeichen der Determinante). Damit haben wir
gezeigt, dass es genau einen Vektor mit den geforderten Eigenschaften gibt.

Sei nun 7 € Sp41 = Sym({0,1,...,m}). Dann kénnen wir 7 in das Produkt 7 - p zerlegen,
wobei 7 die Transposition (0, 7(0)) ist (bzw. die Identitét, falls 7(0) = 0 gilt) und p(0) = 0 gilt.
Da sign ein Gruppenhomomorphismus ist und die Sy,+1 auf den simplizialen Orientierungen
operiert, geniigt es, die Aussage fiir 7 und p separat zu zeigen.

Da p nur die Argumente der Determinante permutiert, folgt sofort (da die Determinante
alternierend ist)

det(a,1) — ao,---,a — ap,n) = sign(p) det(a; — ag, . .., am — ag,n).

p(m)

Um 7 = (0,7(0)) zu behandeln, verwenden wir die Multilinearitét der Determinante. Wenn
wir die Argumente von det(a,(1) — ar(0), - - -, @r(m) — @r(0), ") betrachten, steht an der 7(0)-
ten Stelle ar(r(0)) — ar(0) = a0 — ar(g). Durch Subtraktion dieses Eintrages von den anderen
(< m) andert sich der Wert der Determinante nicht, solange wir die 7(0)—te Stelle unveréndert
lassen. Fiir jede Stelle j # 7(0) erhalten wir dann

(ar) — ar)) = (@0 = ar(0)) = a7(j) — a0 = a; — ao,

" Gemif Folgerung 2.54 handelt es sich also um eine injektive Abbildung.
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da 7(j) = j gilt. Da wir noch ag — a,( an Stelle 7(0) mit —1 multiplizieren miissen, um auf
die Form det(a; — ag, ..., an — ap,n) zu kommen, unterscheiden sich diese beiden Determi-
nanten um einen Faktor von —1, dem Signum von 7.

Die Aussage fiir n folgt damit aus unserer Konstruktionsvorschrift und der Linearitéit der
Determinante. O

Bemerkung 3.10 stellt eine allgemeine Beziehung zwischen simplizialen Orientierungen und
den ,,Oberflichen® eines Simplex her. Wir verwenden sie daher als Legitimation dafiir, dass
wir die Oberflichen eines Simplex (in geeigneter Dimension) iiber simpliziale Orientierungen
definieren, um den Begriff der Oberflichen in unserem abstrakten Modell zu verstehen.

Das Ziel dieser Abschweifung war es, Faltungen eindeutig iiber die zusammengefalteten
Oberfldchen festzulegen. Dazu muss bei jedem Dreieck des Musters eine eindeutige Oberfléche
festgelegt sein. Formal bedeutet dies, dass wir bei jedem f € KC,, eine der Orientierungsklassen
aus Bemerkung 3.5 auszeichnen miissen. Dazu geben wir eine Abbildung SimplOrient(S<¢) —
{1} an, die fiir jedes Element der ausgezeichneten Orientierungsklasse +1 liefert und fiir
jedes Element der anderen Orientierungsklasse —1 ergibt.

Definition 3.11 (simpliziale Oberfliche). Sei S = ((K;)o<i<n, <) €in lokal simplizialer ho-
mogener n—Komplex. Eine simpliziale Oberfliche von S ist eine Familie von Abbildungen

o : SimplOrient(Sgf) — {£1}, fer,,

sodass fiir m € Syp41 und x € SimplOrient(S<y) die Relation o( - x) = sign(w) - o¢(x) erfillt
15t.

Da diese Definition nur vom homogenen n—-Komplex abhéngig ist, der der Faltung zugrunde
liegt, bleibt die Wahl der Oberflichen wéhrend des gesamten Faltvorgangs unberiihrt. Es
handelt sich damit um eine verniinftige Grundlage, auf der wir Faltungen definieren kénnen.

Diese Definition von o baut direkt auf den simplizialen Orientierungen auf, wodurch sie
in der Formulierung der Theorie hilfreich ist. Zur Angabe von o ist diese Beschreibung aber
aufwendiger, als sie sein muss (es gibt schlieBlich nur zwei mogliche Orientierungsklassen).
Unter Verwendung der Gruppenoperation aus Bemerkung 3.5 kénnen wir oy durch ihren
Wert an einer einzigen simplizialen Orientierung festlegen.

Bemerkung 3.12. Da die S,41 transitiv auf den simplizialen Orientierungen eines n—
Simplex operiert, sind die Abbildungen oy aus Definition 3.11 bereits durch die Angabe einer
einzigen simplizialen Orientierung a mit oy(a) = 1 wollstindig festgelegt. Dies kann man
auch so interpretieren, dass bei jedem f € KC,, eine Oberfliche (bzw. Orientierung) willkiirlich
ausgezeichnet wird.

Diese ausgezeichnete Oberfliche ldsst sich graphisch durch einen Pfeil andeuten, der bei
einer Kante auf der ausgezeichneten Seite steht:

e

Wir bezeichnen die ausgezeichnete Oberfliche auch mit (f,+1) und die andere mit (f,—1).
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3.1.3 Abhéangigkeiten zwischen Fachern

Wir haben in Abschnitt 3.1.1 die Kantenumlidufe definiert, die wir zur Beschreibung der
Reihenfolgen von Faltzustdnden benttigen. Da jedes Dreieck aber drei Kanten hat, kommt
es in drei verschiedenen Kantenumléufen vor. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit
dieser Abhéingigkeit. Diese wird dann wichtig, wenn wir anfangen, Faltzustinde abstrakt zu
konstruieren.

Wir betrachten dazu die folgende Situation:

Cc

P Q

a

Hier lauten die zyklischen Reihungen der Punkte (beziiglich der Standardorientierung in der
Ebene, also gegen den Uhrzeigersinn)

vp((P)) = (a,b,c,d) und vo((Q)) = (e, c,b,a).

Um diese zyklischen Reihungen zu vergleichen, miissen wir uns auf den Schnitt ihrer Coronae
(hier die Menge {a,b,c}) einschrinken, da alle iibrigen Kanten fiir den Vergleich irrelevant
sind. Dazu betrachten wir z. B. den Punktumlauf um P und entfernen die Kante d. Da wir den
Umlauf nicht veréndert wollen, wird ¢ dann auf a abgebildet. Wir nennen 2, ((P)) = (a, b, c)
dann das Redukt von v, ((P)).

Definition 3.13 (Redukt). Sei v eine zyklische Reihung auf der endlichen Menge M und
T C M sei eine Teilmenge. Fiir jedest € T setze

ny := min{i € N[/ (t) € T}.

Dann ist vip_p : T — T,t — V" (t) eine zyklische Reihung auf T, genannt das Redukt von
v aufT.

Wenn wir v als (zyklische) Nachfolgerabbildung interpretieren, bedeutet die Reduktbil-
dung, dass wir t € T auf den ersten Nachfolger abbilden, der ebenfalls in T liegt. Wir
verdeutlichen dieses Vorgehen an einem Beispiel.

Beispiel 3.14. Sei M :={1,...,6} und

r+1 <6

v.:M—M:z—
1 =206

eine zyklische Reihung auf M, die als 6-Zykel die Form (1,2,3,4,5,6) hat. Fir
T:={1,25) C M

hat das Redukt von v auf T die Zykeldarstellung (1,2,5).
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Wir haben das Redukt eingefiihrt, um die Einschrankung einer zyklischen Reihung beschrei-
ben zu kénnen. Da es hiufig notwendig sein wird, diese Konstruktion zu iterieren, weisen wir
nach, dass sich jede doppelte Reduktbildung auch durch eine einfache Reduktbildung erhalten
lésst.

Lemma 3.15. Sei v eine zyklische Reihung auf der endlichen Menge M und A C B C M
seten Teilmengen. Dann gilt

Viasa = (VB>B) o
Beweis. Sei a € A. Dann gilt vj4_,4(a) = v"*(a) mit
ne = min{n € N|v"(a) € A}.
Setze U := v|p_, g, dann gilt 714, 4(a) = PP(a) mit
p:=min{n € N|?"(a) € A}.

Es gibt n1,...,n, € N mit

Damit folgt v™ "2+ (q) € A.

Gébe es ein k < ny +mng + - -+ + np mit uk(a) € AC B,sogidbeesein 1 <i<p-—1,das
a; € A erfiillt. Dann wire aber 7*(a) € A, im Widerspruch zur Minimalitit von p. Folglich
gilt ng =n1 +ng + -+ np. O

Wir kehren jetzt zu der Situation vom Anfang dieses Abschnitts zuriick. Die Redukte von
vp((P)) und vg((Q)) auf {a, b, c} sind dann (a, b, c) und (c, b, a), also invers zueinander. Wir
werden sehen, dass das in der Ebene immer der Fall sein muss. Dazu betrachten wir, welche
Umlaufrichtungen von den beiden Punkten auf {a,b,c} induziert werden.

Wir erkennen, dass die Menge {a, b, c} in zwei verschiedenen Richtungen durchlaufen wird.
In der Ebene liegt diese Situation aufgrund der universellen Orientierung immer vor. Damit
sind zwei zyklische Reihungen u, v {iber den Mengen M und N in der Ebene genau dann
kompatibel, wenn M N N leer ist oder wenn

-1
HIMAN—-MNN = (WMON%MHN)

54



gilt. Um dieses Resultat zu erhalten, geniigt es, eine Orientierung der Ebene festzulegen. Das
erkennen wir auch daran, dass wir in der obigen Gleichung die zyklischen Reihungen p und
v durch ihre Inversen ersetzen konnen (also die Orientierung der Ebene wechseln), wie wir in
Bemerkung 3.16 festhalten:

Bemerkung 3.16. Invertieren ist mit dem Bilden des Redukts vertriglich. Genauer gilt:
Seiv: M — M eine zyklische Reihung und T' C M. Dann gilt

v ror = Wror) ™

Wir haben damit die Abhéingigkeiten zwischen zwei zyklischen Reihungen in der Ebene,
also von Féchern in 1-Uberlagerungskomplexen, vollstéindig beschrieben.

Die Situation verkompliziert sich in drei Dimensionen, da wir die Umlaufrichtungen der
Fécher nicht mehr kanonisch wéihlen kénnen. Wir miissen also mit den simplizialen Orientie-
rungen der Kanten arbeiten. Dabei legt jede solche simpliziale Orientierung eine Oberfliche
der anliegenden Dreiecke fest (mit der Konvention aus Beispiel 3.9, die einem orientierten
Simplex eine eindeutige Oberfldche zuordnet):

a2 a2

ai a
ao ao

Dieser induzierte Durchlaufsinn ldsst sich sehr einfach bestimmen: Ist z. B. (a1, a2) die Ori-
entierung der Kante, so ist (a1, as2,ag) die Orientierung des Dreiecks, die der von (a,a2)
ausgewéahlten Oberflache entspricht.

Diese Zuordnung miissen wir aber noch ein wenig verallgemeinern, da wir in einem Fécher
von der simplizialen Orientierung einer Kantenklasse sprechen und nicht von der einer einzel-
nen Kante. Da die Orientierung einer Kantenklasse aber die Orientierung aller Kanten dieser
Klasse festlegt, ist das ebenfalls eindeutig. Wir halten diese Uberlegungen in Definition 3.17
fest.

Definition 3.17 (induzierter Durchlaufsinn). Sei S = ((K;)o<i<n, <, ~) ein lokal simplizialer
n-Uberlagerungskomplex mit simplizialer Oberfliche {0} rexc, . Sei [k] € Kn—1/ ~ gegeben.
Dann ist fir jedes f € Cor([k]) der induzierte Durchlaufsinn die Abbildung

0y : SimplOrient(Sgp)) — {+1}
(laa],- -, [an]) = o p (b1, - - . b, bug)),

mit b; € [a;] fiir alle 1 <i <n und (by,...,by,bpy1) € SimplOrient(Ssy).
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Wohldefiniertheit. Wir miissen nachweisen, dass die Definition des induzierten Durchlauf-
sinns eindeutig ist. Da f in der Corona von [k| liegt, gibt es genau ein b,11 € Ky mit
bp+1 < f, sodass [by11] # [k] gilt. Fiir jeden anderen Punkt b; € Ky mit b; < f gibt es eine
Punktklasse [a;] € Ko/ ~ mit [a;] < [k], sodass b; € [a;] gilt.

Légen in einer Punktklasse [a;] zwei verschiedene Punkte b, ¢ € Ky, die in f enthalten sind,
dann wére die Irreduzibilitdt von ~ verletzt. Folglich ist die Konstruktion aus der Definition
eindeutig. O

Damit haben wir den Durchlaufsinn einer Flédche, der von den anliegenden Kanten fest-
gelegt wird, definiert. Kommen wir zum urspriinglichen Problem der Kompatibilitdt von
Féchern zuriick. Fiir zwei zyklische Reihungen miissen wir iiberpriifen, ob ihre simplizialen
Orientierungen den selben Durchlaufsinn induzieren. Falls sie das tun, miissen sie gleich sein,
ansonsten invers zueinander. In Definition 3.18 beschreiben wir diese Situation allgemein.

Definition 3.18 (kompatible Fécher). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer n—
Uberlagerungskomplez mit simplizialer Oberfliche {o¢}sek, . Seien Vik), vy Facher dber den
Mengen My und M;. Die Ficher heiflen kompatibel, falls eine der beiden folgenden Bedin-
gungen erfullt ist.

o M, N M =0.

e Es gibt ein f € My N M,, sowie simpliziale Orientierungen a € SimplOrient(S.y) und
b € SimplOrient(S.), sodass

or(a ar(b
(V[k](a)|Mkli—>Mkli) s — (V[l](b)|Manl—>Mkli) s®)

gilt, wobei Gy den induzierten Durchlaufsinn von [k] aus Definition 3.17 bezeichnet.

Wohldefiniertheit. Wir zeigen zuerst, dass die Definition unabhéngig von der Wahl der sim-
plizialen Orientierung von S ist.

Seien a,c € Sqpp). Dann gibt es eine Permutation m € S, mit 7 - a = c. Einsetzen in die
Definition des induzierten Durchlaufsinns liefert o (7 - a) = sign(n) - 5¢(c). Zusammen mit
der Bemerkung 3.16, die die Vertraglichkeit von Redukt und Invertieren sicherstellt, erhalten
wir die folgende Gleichungskette:

Gs(c) Gy(ma)

= (V[k} (7T : a)|MkﬁMl—>MkﬁMl)

_ sign(m)
<<V[k}(a> )|MkﬂMl—)MkﬂMl

) sign()-sign(m)- s (a)

(V1w (€)M ngy— M0y )
) sign(m)a ¢ (a)

= (y[k] (a’)|MkﬁMl—>MkﬂMl
(V[k] (a)|MkmMﬁM,€li)Uf(a) .

Als n#chstes zeigen wir die Unabhéngigkeit von der Wahl von f. Da nur die Exponenten
der Gleichung von f beeinflusst werden und nur Werte in {£1} annehmen, geniigt es zu
zeigen, dass 7 ¢(a) - 7¢(b) konstant ist.
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Sei g € M N M;. Da S lokal simplizial ist, gibt es gem&fl Lemma 2.25 eine Identifikation
v Sgp — Sgy, die konstant auf dem Schnitt ist. Da die Sj,11 transitiv auf den simplizialen
Orientierungen operiert, ist der Term o ¢(x)-04(v(x)) fiir alle € SimplOrient(S<) konstant.
Wir bezeichnen seinen Wert mit w € {£1}.

Betrachten wir nun a := ([a1], ..., [a,]) € SimplOrient(S,)). Dann gilt
gr(a) -og(a) =or((ur,. .., Un, Unt1)) - 0g((V1, - ., Un, Ung1))
mit (u1,...,Un, Unt1) € SimplOrient(S<y) und (vi,...,vn, vny1) € SimplOrient(S<y), sowie

u;, v; € [a;] fiir alle 1 < ¢ < n.

Insbesondere gilt u; ~ v; fiir alle 1 < ¢ < n. Folglich ist u; — v; (fir alle 1 < i < n+1)
die einzige Moglichkeit fiir eine Identifikation S5y — S<g, die konstant auf dem Schnitt ist.
Damit muss es sich um v handeln. Wir schlielen 5¢(a) - 74(a) = w.

Insgesamt haben wir

Gg4(a) - T4(b) =04(a) - w? ~0g(b)

womit die Behauptung gezeigt ist. O

Damit haben wir beschrieben, wie die verschiedenen Kantenumliufe im Formalismus der
Fécher miteinander zusammenh#ngen. Im néichsten Abschnitt werden wir uns mit einer Li-
mitierung der Fécher befassen.

3.1.4 Definition von Randstiicken

Wiéhrend wir uns in den letzten Abschnitten mit den Eigenschaften von Fichern beschéftigt
haben, untersuchen wir in diesem Abschnitt, ob Ficher zur Beschreibung von Faltzustéinden
geniigen. Um das zu iiberpriifen, versuchen wir die Reihenfolge zusammengefalteter Flédchen
aus ihren Féachern zu rekonstruieren.

Leider ist dies nicht im Allgemeinen moglich. Beispiel 3.19 demonstriert eine Situation, in
der zwei verschiedene Reihenfolgen den selben Fécher zugeordnet bekommen.

Beispiel 3.19. Wir betrachten die 1-Uberlagerungskomplexe, die in den folgenden Bildern
tllustriert sind:

TN TN TN

/ \ ’ \ / \ / \
) . A . ) . C .
! \ / \ / \ ! \
/ \ / \ ! \ / \
| \ | \ | \ | \
| ! B | ! | ! A | !
1 ——1 o e ! | e B |
| ! | : | : | !
| ! \ | | !
\ ! \ ! \ ! \ !
\ ! C \ ! \ ! B \ /

\ \ \ \ /
\ 4 4 N 7

Die gestfz’éhelten Ellipsen deuten an, dass alle Punkte innerhalb einer Ellipse dquivalent
sind. Wir wollen annehmen, dass auch die Kanten {A, B,C} eine Aquivalenzklasse bilden.
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Damit lauten die zyklischen Reihungen der linken Ellipsen (C, B, A), wihrend die zyklischen
Reihungen der rechten Ellipsen die Form (A, B,C) haben. Folglich ist es nicht mdglich, die
beiden Zustinde anhand ihrer Fécher zu unterscheiden.

Um die Situation aus Beispiel 3.19 auszuschlieffen, nehmen wir die beiden Randstiicke
jeder Fliachenklasse zu unserer Modellierung hinzu. In den meisten Féllen lassen sich diese
Randstiicke aus den Féchern rekonstruieren, wie z. B. in der Situation aus Beispiel 3.20.

Beispiel 3.20. Betrachten wir den lokal simplizialen 1-Uberlagerungskomplex

O ///ﬁ\\\ B b
Cc ! ._‘A‘/_.
Co—v\—o—/’v\—o /’

\ q V) A\ \/a/

mit A ~ B. Die zyklische Reihung bei [p] ist by, = (A, B, (). Die Kantenorientierungen fiir
die simpliziale Oberfliche (vgl. Bemerkung 3.12) kinnen wir aus den Richtungen der Pfeile
in der Graphik und der Konvention aus Lemma 3.10 ablesen:

A:(a,q) B:(p,b) C:(g;0)

Um zu erkennen, dass die Oberfliche (B,+1) ein Randstiick ist (also die Seite, die durch ein
Dreieck markiert ist), geniigt die Beobachtung, dass Dy, (B) = C' 2 B. Um zu erkennen, dass

(A,+1) ein Randstiick ist, genigt die Beobachtung, dass ﬁ[;]l (A)=C# A.
Wieso miissen wir einmal vy, und einmal ﬁ[; ]1 betrachten? Der einzige Unterschied ist die

festgelegte Orientierung: op((p,b)) = +1, aber 0 4((q,a)) = —1. Daher muss die Orientierung
im Exponenten der zyklischen Reihung vorkommen.

Allerdings ist (B, —1) kein Randstiick, denn 19[;}1(3) = A~ B. Da sich (B,—1) nur in der
Seitenangabe von (B, +1) unterscheidet, muss auch diese in der Lage sein, Vlp) 2u invertieren.

Folglich ist der Exponent von vy, das Produkt der Seitenangabe (aus {+1,—1}) und dem
Wert der simplizialen Oberflichenabbildung fiir diese Kante (wobei die Orientierung der Kan-
te durch den Punkt [p] festgelegt ist).

Wir stoffen damit auf die folgende Charakterisierung: Fine orientierte Seite (X,ex) ist

genau dann ein Randstiick, wenn DED)]{'UX(ﬁ’y) (X) # X gilt. Dabei ist p € [p| der Vertreter, der
p < X erfillt und y ist der andere Eckpunkt dieser Kante.

Wir haben in Beispiel 3.20 gesehen, dass es moglich ist, Randstiicke in der Ebene zu
erkennen, wenn verschiedene Kantenklassen in einem Féacher vorkommen. Diese Bedingungen
lassen sich leicht vom zweidimensionalen Fall auf hohere Dimensionen iibertragen. Dabei ist
lediglich zu beachten, dass die Kantenorientierungen explizit einbezogen werden miissen, da
wir keine globale Umlaufrichtung mehr festlegen kénnen.

Bevor wir diese Verallgemeinerung aber in Definition 3.22 festhalten, sollten wir die Grund-
lage des Verfahrens aus Beispiel 3.20, mit dem wir die Randstiicke erkannt haben, allgemein
formulieren. Dabei starten wir mit einer Oberfliche (f,ef) im Facher. Diese legt eine Um-
laufrichtung des Fachers fest. Wir erhalten dann die néchste Fliache in diesem Kantenumlauf.
Formal beschreiben wir dieses Konzept als € —Nachbarn.
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Definition 3.21 (¢;-Nachbar). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer n—Uberlage-
rungskomplex mit simplizialer Oberfliche {0t} ek, Seien f € ICp und k € Ky—1 mit k < f,
sowie ein Ficher vy, gegeben.

Sei a eine simpliziale Orientierung von S, dann heifst (VW (a))gfif(a) (f) der ey—Nach-
bar von f (bzgl. u[k]). Dabei bezeichnet Gy den induzierten Durchlaufsinn von [k] aus De-
finition 3.17.

Wohldefiniertheit. Wir miissen nachweisen, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl
der simplizialen Orientierung a ist. Sei dazu w € S,,. Dann gilt

(v (- @) (f) = (v (@) "I ()
= (@) ().
Folglich ist der € ;~Nachbar von f unabhéngig von der Wahl der simplizialen Orientierung. [

Der Begriff des e~Nachbarn ermoglicht es uns, das Verfahren aus Beispiel 3.20 zur Er-
kennung von Randstiicken wie folgt zu formulieren: Eine orientierte Seite (X,ex) ist ein
Randstiick, falls der e x—Nachbar von X nicht zu X &dquivalent ist.

In Beispiel 3.19 gab es aber Randstiicke, die diese Bedingung nicht erfiillen, da alle Kanten
zueinander dquivalent sind. Um die Randstiicke, die sich wie in Beispiel 3.20 zu erkennen
geben, von allgemeinen Randstiicken zu unterscheiden, nennen wir sie Standardrénder.

Definition 3.22 (Standardrand). Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer n—Uberla-
gerungskomplex mit simplizialer Oberfliche. Sei (f,ep) € Kn x {£1} und sei ein Féicher vy,
mit k € Kn—1 gegeben, sodass [k] < [f] gilt.

Dann heifit (f,ey) Standardrand (bzgl. vy), falls der e;—Nachbar von f nicht zu f
dquivalent ist.

Um zu rekapitulieren: Wir haben festgestellt, dass es Situationen wie Beispiel 3.19 gibt, in
denen wir allein aus den Fachern nicht rekonstruieren kénnen, wie zusammengefaltete Fléchen
angeordnet sind. Wir haben erwédhnt, dass es moglich ist, diese Unterscheidung dadurch zu
treffen, dass wir die Randstiicke jeder Fldchenklasse in unser Modell aufnehmen. Bis zu
diesem Punkt haben wir dann nachgewiesen, dass es sich dabei in den Féllen, in denen wir
die linearen Ordnungen rekonstruieren kénnen, um redundante Information handelt.

Als néchstes wollen wir eine Charakterisierung von Ranstiicken finden, die auch in Beispiel
3.19 anwendbar ist, also wenn der gesamte Faltzustand nur aus einer einzigen Flidchenklasse
besteht. Eine zentrale Eigenschaft ist, dass sich Randstiicke ,,gegeniiber liegen®. Dieses Kon-
zept lasst sich mit diesem Begriff der Nachbarschaft leicht verstehen: Zwei Oberflachen (f,ey)
und (g,¢4) liegen sich gegeniiber, wenn g der ey—Nachbar von f ist und f der e,~Nachbar
von g ist (natiirlich beziiglich desselben Fichers).

Die obige Beschreibung hat aber ein Problem, falls der Facher nur aus zwei Flachen besteht
— dann erfiillt jedes Paar von Oberflichen diese Bedingung, obwohl es eigentlich nur zwei sol-
cher Paare geben sollte. Das liegt daran, dass ein Zykel mindestens drei Elemente enthalten
muss, um allein durch seine Abbildungsvorschrift zwischen verschiedenen Orientierungen ent-
scheiden zu konnen. Wir kénnen dieses Manko dadurch beheben, dass wir zusétzlich fordern,
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dass die Oberflichen entgegengesetzt orientiert sind. Damit meinen wir, dass die induzierten
Umlaufrichtungen der beiden Oberflichen verschieden sind.

Definition 3.23 (entgegengesetzt orientiert). Sei S = ((K;)o<i<n, <, ~) ein lokal simplizialer
n-Uberlagerungskomplex mit simplizialer Oberfliche {o¢}rexc, -

Sei [k] € Kn—1/ ~. Die Oberflichen (f,ef),(g,eq4) € Cor([k]) x {£1} heiffen entgegenge-
setzt orientiert (bzgl. [k]), falls

ef-opla) #eg-g(a)

fiir eine (und damit alle) simplizialen Orientierungen a € SimplOrient(SLy)) gilt, wobei oy
und 74 die induzierten Durchlaufsinne von [k] aus Definition 3.17 sind.

Nachdem wir festgelegt haben, was es bedeutet, dass zwei Oberflichen verschiedene Um-
laufsinne definieren, konnen wir jetzt das Konzept komplementérer Oberflichen definieren.

Definition 3.24 (komplementére Oberflichen). Sei S = ((K;)o<i<n, <, ~) ein lokal simpli-
zialer n—Uberlagerungskomplex mit simplizialer Oberfliche {of}rexc, -

Seien (f,cyr),(9,€g9) € Kn x {£1} und sei ein Féicher vy mit k € Kn—1 gegeben, sodass
(k] < [f] und [k] < [g] erfillt sind.

Dann heifien (f,cr) und (g,e4) komplementdr (bzgl. vy,), falls gilt:

g ist der € y—Nachbar von [ bzgl. vy
[ ist der eg—Nachbar von g bzgl. vy

(f,er) und (g,e4) sind entgegengesetzt orientiert

Mit Definition 3.24 haben wir beschrieben, wann sich zwei Oberflichen im Fécher , ge-
geniiberliegen“. Damit haben wir eine charakteristische Eigenschaft von Randstiicken formu-
liert. Wir haben die Bedingung der entgegengesetzten Orientierung aber nur in die Definition
aufgenommen, um den Spezialfall abzudecken, dass der Facher genau zwei Flichen enthilt.
In Bemerkung 3.25 weisen wir nach, dass diese Bedingung in allen anderen Fillen tatséchlich
trivial ist.

Bemerkung 3.25. Sei S = ((K;)o<i<n, <, ~) ein lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplex
mit simplizialer Oberfldche.

Seien (f,cr),(9,€9) € Kn x {£1} und sei ein Ficher vy mit k € Kn—1 gegeben, sodass
[k] < [f] und [k] < [g] erfallt sind. Die Corona Corz([k]) enthalte mindestens drei Elemente.
Weiter gelten:

g ist der e y—Nachbar von [ bzgl. v
[ ist der eg—Nachbar von g bzgl. vy

Dann sind (f,ey) und (g,e,) komplementir (bzgl. vy ).
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Beweis. Wir verwenden die Notation aus Definition 3.24. Dann ist I eine zyklische Reihung
aus mindestens drei Elementen. Angenommen, ¢ - 65 = 4 - 64 gilt, also ohne Beschrankung
der Allgemeinheit Dp,)(f) = g und 2p)(g) = f. Dann folgt

Dy () = oy (9) = 1,
im Widerspruch dazu, dass 7 mindestens Ordnung 3 hat. ]

Insgesamt haben wir es damit geschafft, die Randstiicke einer Flidchenklasse zu charakte-
risieren. Wir haben uns mit Randstiicken auseinandergesetzt, weil wir die Reihenfolgen der
zusammengefalteten Fldchen nur auf Basis der Fécher nicht in allen Situationen bestimmen
konnten. Nachdem wir Randstiicke jetzt hinreichend lange beschrieben haben, zeigt Lemma
3.26, dass dieser Ansatz erfolreich ist.

Lemma 3.26. Sei S = ((K;)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplex mit
simplizialer Oberflache. Sei vy ein Ficher (fir ein k € Ky—1) und sei eine Menge R C
Cor([k]) x {1} gegeben, sodass gilt:

e Zu jeder Klasse [f] € K,/ ~ in Cor([k]) gibt es genau zwei Elemente (g,€4) € R, die
g € [f] erfiillen. (Es gibt genau zwei Randstiicke pro Flichenklasse.)

o Jeweils zwei Elemente aus R sind komplementdr beziglich v, (Randstiicke sind kom-
plementir.)

e Jeder Standardrand beziglich vy liegt in R. (Standardrinder sind Randstiicke.)
Sei ein f € Cor([k]) gegeben, dann gilt [f] = {f1,..., fm} und erfillt folgende Figenschaf-

ten:

1. D(f;) = fix1 fir jedes 1 < i < m, wobei U := vy (a) fir eine simpliziale Orientierung
a € SimplOrient (S )-

2. Falls m =1, liegen (f1,+1) und (f1,—-1) in R.
3. Falls m > 1, gibt es e1,em € {£1}, sodass ([f] x {£1}) "R ={(f1,21), (fm,em)} gilt.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille. Falls Cor([k]) = [f] gilt (fiir ein f € K,,), gibt es genau
zwei Elemente in R, die wir mit (g,&,4) und (h, ep,) bezeichnen. Nach Voraussetzung sind sie
komplementir, d.h. ©(g) = h oder v(h) = g gilt. Ohne Einschrinkung gelte die letztere
Aussage. Da 1 eine zyklische Reihung auf [f], ist, durchlduft

9,0(9),7%(g),...,0" (g)

alle Elemente von [f]. Da #™ die Identitét auf [f] ist, folgt 2™ !(g) = h.

Im anderen Fall besteht die Corona aus mehreren Aquivalenzklassen. In diesem Fall kann
R nur aus Standardrindern bestehen: Es muss ndmlich minimale m4,m_ € N geben, die
P (f) o6 f und (1™ (f) # f erfiillen. Dann liegen bei o™+~1(f) und (#~1)™~1(f)
Standardrénder vor (falls [f] einelementig ist, haben diese verschiedene zweite Komponenten).
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Da dieses Argument fiir jedes g € [f] funktioniert und es nur zwei Randstiicke mit erster
Komponente in [f] gibt, muss jedes Element aus [f] eine der folgenden Formen haben:

O™ TN LD, 2T H

In Lemma 3.26 haben wir [f] = {fi,..., fim} mit 0(fi) = fi+1 erhalten. Wir interpretieren
diese Situation als die lineare Ordnung f; < --- < f,,, auf der Menge {f1,..., fm}-

3.1.5 Vollstandige Definition

Nachdem wir in den vorangehenden Abschnitten sdmtliche Aspekte untersucht und eingefiihrt
haben, die wir zur abstrakten Beschreibung eines Faltzustandes benétigen, sind wir jetzt in
der Lage, diesen zu definieren.

Definition 3.27 (Faltkomplex). Sein > 0. Ein n—Proto—Faltkomplex ist ein lokal simpli-
zialer n—Uberlagerungskomplex ((K;)o<i<n, <,~) mit simplizialer Oberfliche {0} ek, , so-
dass gilt

1. Fir jedes [k] € KCp—1/ ~ ist ein voller Ficher vy : SimplOrient(F ) — Zyk(Cor([k]))
gegeben.

2. Fiir jedes [f] € KCy,/ ~ ist eine Menge 9y von genau zwei Randstiicken (aus [f] x {£1})
gegeben.

3. Jeder Standardrand (f,ey) € K, x {£1} liegt in Ojy).

4. Beziiglich jedes Fichers vy sind je zwei der Randstiicke aus Lﬂ[kH[f] (] komplementdr.

Falls dariiber hinaus auch die Bedingung
5. Je zwei Ficher vy,) und vy, (mit [k1], (ko] € Kn—1) sind kompatibel.
erfillt ist, sprechen wir von einem n—Faltkomplex.

Wir definieren die n—Proto—Faltkomplexe aus dem folgenden Grund: Wihrend sich die
meisten dieser Eigenschaften relativ leicht durch Faltungen iibertragen, ist das bei der Kom-
patibilit der Féacher eher selten der Fall. Der Begriff der n—Proto—Faltkomplexe stellt dieses
Phénomen klar heraus, indem er es deutlich macht, wann die Kompatibilitdt verwendet wer-
den muss.

Wir haben die Randstiicke in Abschnitt 3.1.4 nur fiir den Fall eingefiihrt, dass genau
eine Flachenklasse vorliegt. Demnach sollten wir die Bedingung aus der Definition der n—
Faltkomplexe, die die Eigenschaften der Randstiicke enthélt, in der Regel nicht bendotigen.
Dazu muss es zu jeder Flichenklasse eine anliegende Kantenklasse geben, die noch an einer
weiteren Flichenklasse angrenzt. In dieser Situation sind insbesondere die Voraussetzungen
aus Lemma 3.26 stets erfiillt, sodass wir die linearen Ordnungen auf den Fliachenklassen
immer aus den Féchern rekonstruieren kénnen.
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Bemerkung 3.28. Sein > 0 und S = ((Ki)o<i<n, <,~) ein lokal simplizialer n—Uberlage-
rungskomplex mit simplizialer Oberfliche {0t} ek, , der Bedingungen 1, 2, 3 und 5 erfillt.
Weiter gebe es fiir jedes f € K, ein g € Ky, und ein k € K,,—1, sodass f + g, sowie [k] < [f]
und [k] < [g] gelten.
Dann ist S ein n—Faltkomplex.

Beweis. Sei k € K1 und vy der korrespondierende Fécher. Falls es verschiedene [f] €
K./ ~ mit [k] < [f] gibt, ist die Situation einfach: Dann liegen nédmlich nur Standardrénder
bzgl. v vor und diese sind nach Konstruktion komplementér zueinander. (Falls wir uns
nicht in der Situation von Bemerkung 3.25 wiederfinden, sind alle vier Oberflichen in diesem
Fécher Standardrénder. Dann sind davon auch jeweils zwei komplementér.)

Falls es nur ein [f] € K,/ ~ mit [k] < [f] gibt, miissen wir ein wenig mehr arbeiten. Wir
wollen nachweisen, dass die beiden Standardrénder aus Jjy (aufgrund der Annahme sind
es Standardréinder, aber nicht beziiglich vy;) komplementér beziiglich v sind. Sei vy ein
solcher Fécher. Wihle Orientierungen so, dass eine zyklische Reihung o) ein Redukt der
zyklischen Reihung 2y ist. Sind (g,¢,) und (h, &) die Randstiicke aus |y}, dann hat 2y ohne
Einschriankung (sonst vertausche die Rolle der Randstiicke) die Form

(oo Gyeeyhy i)

¢[f] €lf] ¢[f]

In der Notation von Definition 3.24 der komplementéren Seiten gilt auch ¢, -6, = —1 und
ep - 0p = 1. Das Redukt dieses Zykels auf [f] ist dann gleich (g,...,h), wo die beiden
Randstiicke komplementér sind. O

3.2 Definition der Faltung

Wir haben in Abschnitt 3.1 das mengentheoretische Modell aus Kapitel 2 so modifiziert,
dass es mit Reihenfolgen von Flichen umgehen kann. Nachdem wir damit einen Begriff fiir
Faltzusténde entwickelt haben, betrachten wir jetzt Faltungen dieser n—Faltkomplexe.

Fiir n—Uberlagerungskomplexe haben wir den Formalismus der Erweiterungen und primi-
tiven Erweiterungen entwickelt, um diese Frage zu beantworten. Wir haben auch das Kon-
zept der Teiliiberlagerung definiert, mit dem wir erkennen konnten, ob zwei verschiedene
n—Uberlagerungskomplexe durch Erweiterungen auseinander hervorgegangen sind. Dabei ha-
ben wir festgestellt, dass diese Beschreibungen dquivalent sind.

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Erweiterungen, wahrend Teiliiberlagerungen
der Inhalt von Abschnitt 3.3 sind. Wir werden untersuchen, inwiefern primitive Erweiterungen
auf den Kontext der n—Faltkomplexe iibertragen werden kénnen. Fiir alle Grade aufler n—1 ist
dies relativ einfach, aber die Behandlung der Fécher in Grad n — 1 ist deutlich komplizierter.
Wir werden in Abschnitt 3.2.1 ein Hilfsmittel zur Behandlung der Féacher konstruieren, mit
dem wir in Abschnitt 3.2.2 die primitiven Erweiterungen von Grad n — 1 beschreiben kénnen.

Wir beginnen unsere Untersuchung der primitiven Erweiterungen mit den kleinen Graden,
die kleiner als n — 1 ist. In diesen Dimensionen unterscheiden sich n—Faltkomplexe nicht von
n-Uberlagerungskomplexen, weswegen wir die primitiven Erweiterungen dieser Grade leicht
iibertragen kénnen.
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Definition 3.29 (primitive Faltung). Sei F ein n—Proto—Faltkomplex und G eine primi-
tive Erweiterung von F von Grad i < n — 1. Dann heifit der n—Proto—Faltkompler G mit
Randstiicken

8[gﬂ = 8§] fiir alle [f] € Kn) ~" =Ky ~9
und Fdachern

”5@ = viyy fiir alle [k] € Kp1/ ~"=Kp1/ ~F
primitive Faltung von F von Grad i.

Da sich die Fécher in primitiven Faltungen von kleinerem Grad als n — 1 nicht veréndert
haben, bleiben sie auch kompatibel, was wir in Bemerkung 3.30 festhalten:

Bemerkung 3.30. Sei F ein n—Proto—Fualtkomplex und G sei eine primitive Faltung von F
vom Grad i <n — 1. Dann ist F genau dann ein n—Faltkomplex, wenn G einer ist.

Damit haben wir primitive Faltungen mit kleineren Graden als n — 1 abgehandelt. Da die
primitiven Faltungen von Grad n — 1 eine sehr aufwendige Behandlung erfordern, betrach-
ten wir als néchstes die primitiven Faltungen vom Grad n. Wir hatten schon in Beispiel 3.8
eingesehen, dass wir zur Angabe der Faltung die Randstiicke angeben miissen, die zusam-
mengefithrt werden sollen. Diese miissen aber noch eine weitere Bedingung erfiillen:

Wenn die primitive Erweiterung die Fléchenklassen [f] # [g] zusammenfiihrt, dann miissen
F<(p) und Fgpg dieselben Kantenklassen haben, da keine Erweiterungen vom Grad n — 1
durchgefiihrt werden kann. Folglich liegen die beiden angegebenen Randstiicke in den selben
Féchern. Da sie nach der Faltung komplementér sind (im Sinne von Definition 3.24) und
sich die Kantenklassen — und somit die Facher — nicht dndern, miissen sie schon vorher
komplementér gewesen sein.

Definition 3.31. Sei F ein n—Proto—Faltkomplex mit den Randstiicken (f,ef) und (g,eq4)
(fiir f +# g), die in denselben Fdichern vorkommen und dort stets komplementdir sind.

Dann heifst der n—Proto—Faltkomplex G, der aus der primitiven Erweiterung von F, die
f ~g g erfillt, sowie den Fdchern

y[i] = y[],;] fir alle k] € Kp—1/ ~r=Kn-1/ ~g
und Randstiicken

8[% = 8[];] fiir alle [h] € K,/ ~7 mit [h] € {[f], [g]}

O[Qﬂ = 8[7;] O] ag]}\{(fa 6f)7 (ga 5g)}
besteht, die primitive Faltung von F vom Grad n.

Wohldefiniertheit. Wir zeigen zuerst, dass eine solche primitive Erweiterung G existiert. Dazu
ist es hinreichend zu zeigen, dass jedes k € K,,—1 mit [k] < [f] auch [k] < [g] erfiillt, da nach
Lemma 2.31 dann schon G existiert. Da f im Fécher um [k] liegt, gilt dies nach Annahme
auch fiir g. Dies ist aber nur dann méglich, wenn [k] < [g] erfiillt ist.
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Da (f,er) und (g,e4) Randstiicke beziiglich F sind, ist 8%] zweielementig. Da sie ein kom-
plementéres Paar in allen Fachern bilden, stort ihre Ent%ernung die Paarung der iibrigen
Randstiicke nicht. Nach der Konstruktion sind die beiden keine Standardréinder mehr, dem-
nach ist auch die Standardrand—Bedingung eines n—Proto—Faltkomplexes erfiillt. O

Da sich auch in der primitiven Faltung vom Grad n die Féacher nicht verdndern, bleibt auch
hier die Facherkompatibilitéit erfiillt, falls F bereits ein n—Faltkomplex ist.

Bemerkung 3.32. Sei F ein n-Proto—Faltkomplex und G sei eine primitive Faltung von F
vom Grad n. Dann ist F genau dann ein n—Faltkomplex, wenn G einer ist.

Nachdem wir die primitiven Faltungen der Grade ungleich n — 1 definiert haben, wenden
wir uns jetzt den primitiven Erweiterungen vom Grad n — 1 zu. Dazu miissen wir zunéchst
kléren, wie wir verschiedene Fécher kombinieren kénnen. In Abschnitt 3.2.1 werden wir uns
umfassend mit dieser Frage beschiftigen. Im Anschluss kénnen wir die primitiven Faltungen
vom Grad n — 1 in Abschnitt 3.2.2 definieren und untersuchen, wieso es schwierig ist, die
Facherkompatibilitdt zu garantieren.

3.2.1 Definition der Fachersumme

Dieser Abschnitt ist der Untersuchung der Fachersumme gewidmet, also der Kombination
verschiedener Fécher wahrend einer Faltung. Dass wir diese Betrachtung ausfithren miissen,
illustriert das folgende Beispiel.

Beispiel 3.33. Wir betrachten den folgenden 1-Faltkomplex, bei dem wir die simpliziale
Oberfliche gemdif Bemerkung 3.12 durch einen Pfeil kennzeichnen.

Wir wollen die Punkte q und s zusammenfalten, ohne Kanten zu identifizieren. Das Bild sug-
geriert, dass die Oberflichen (A, +1) und (D, +1) nach dieser Faltung komplementdr beziglich
{q, s} sind. In diesem Fall hitte die zyklische Reihung am Punkt [q] = [s] die folgende Gestalt:

Wenn man aber versucht, dies zu formalisieren, stellt man fest, dass uns die Illustration
etwas untergejubelt hat, das nicht existierte. Es ist ndmlich auch mdglich, den Faltkomplex
wie folgt darzustellen:
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In dieser Darstellung hat man das Gefiihl, dass die Oberflichen (A,—1) und (D,—1) nach
der Faltung komplementdr beziglich {q, s} sind. Die resultierende zyklische Reihung sieht der
obigen sehr dhnlich.

Demnach miissen wir zusdtzlich zu den identifizierten Punkten auch angeben, wie die Kan-
tenoberflichen nach der Identifikation liegen sollen. Man muss sich jetzt natirlich fragen, ob
auch (A,+1) und (D, —1) komplementdr werden kénnen. Das wird aber durch den Ficher
an [p] verhindert, da diese beiden Elemente dort nicht komplementdr sind und er sich durch
Reduktbildung aus dem gefalteten Ficher ergeben miisste.

Das Beispiel demonstriert, dass wir Kanten nicht ,einfach so“ zusammenfalten kénnen —
wir miissen immer sagen, welche Oberflichen dadurch komplementéir werden. Es zeigt aber
auch, dass wir uns mit der Kombination von Fachern befassen miissen, denn an diesen konnen
wir die verschiedenen Faltungen des selben Kantenpaars unterscheiden.

Fiir zwei zu faltende Kanten zerfillt dieses Problem in zwei Teile, namlich die Kombination
zyklischer Reihungen (bei gleicher Orientierung) und die Behandlung der Orientierung. Um
die Orientierungen zu synchronisieren, betrachten wir die Identifikation vom Grad n — 1, die
die beiden Kanten identifiziert. Diese Identifikation induziert eine bijektive Abbildung zwi-
schen den simplizialen Orientierungen der beiden Kanten. Aufgrund dieser Bijektion kénnen
wir bei beiden Kanten die ,,gleiche® Orientierung wihlen.

Folglich miissen wir uns noch damit beschéftigen, wie wir zwei verschiedene zyklische Rei-
hungen kombinieren kénnen. Das Beispiel 3.34 demonstriert diese Kombination exemplarisch.

Beispiel 3.34. Wir betrachten die zyklischen Reihungen (A, B,C) und (D, E, F), die gleich
orientiert sind:

A F

B @) B
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Wenn wir die beiden zyklischen Reithungen so an thren Zentren zusammenfiihren wollen, dass
A und F nebeneinander liegen (und ohne eine davon zu spiegeln), muss entweder (A, +1) an
(F,+1) anliegen oder (A, —1) an (F,—1). Mit anderen Worten: Die beiden Oberflichen, die
zusammengefiigt werden sollen, miissen entgegengesetzt orientiert sein. Ein Aneinanderfiigen

an (A, —1) und (F,—1) liefert:
B /\ E

C

D

In Beispiel 3.34 haben wir zwei zyklische Reihungen zusammengefiihrt. Um diesen Pro-
zess allgemein zu definieren, starten wir mit zwei zyklischen Reihungen p: M — M und
v: N — N mit MNN = (). Wir wollen diese beiden zyklischen Reihungen an den Elementen
m € M und n € N kombinieren. Diese Kombination kénnen wir wie folgt illustrieren:

Dabei haben wir nur den Fall abgebildet, in dem n auf m abgebildet wird. Den anderen Fall
konnen wir dadurch erreichen, dass wir die Rollen von ;o und v vertauschen. Da wir mit
diesem Konzept also alle moglichen Kombinationen aus Beispiel 3.34 konstruieren koénnen,
formalisieren wir diese Konstruktion in der Definition 3.35.

Definition 3.35 (Konfluenz). Seien p: M — M und v: N — N zyklische Reihungen mit
MNN =0, sowiem € M,n € N. Die Konfluenz an (m,n) ist die zyklische Reihung =y

n
auf M W N, die wie folgt definiert ist:

u(@) = e M\{ut(m)}
W MENS MuN e 0 2= nm)
n v(z) x€ N\{n}
m r=n
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Wir haben bereits ein Beispiel fiir die Konfluenz in Beispiel 3.34 gesehen, wo wir die
Konfluenz der zyklischen Reihungen an (C, F') ausgefiihrt haben.

Die Konfluenz ist nicht kommutativ, aber wir kénnen eine Variante beweisen, wenn wir
gleichzeitig die zyklischen Reihungen invertieren.

Bemerkung 3.36. Scien p: M — M und v: N — N zwei zyklische Reihungen mit den
Elementen m € M und n € N. Dann gilt

-1
m in

(u:y> =v iyt
n m

Beweis. Die Abbildungsvorschrift fiir die Inverse der Konfluenz erhélt man leicht, indem man

die Vorschrift aus Definition 3.35 stiickweise invertiert.
m n

/L_l/

pi(x) xe M\{f} + .
oo S =vlg) ot 1

v-iz) =€ N\{v(g)} ! .

g r=f

ptm)  v(n)

Im Vergleich dazu hat die Konfluenz der Inversen die Form:

v Hz) ze N\{v(g9)}
p ) z=w(g)

T — o ,
pl@) @ e M\
g r=f
Folglich sind die beiden Abbildungen gleich. O

Die Konfluenz ist zwar nicht kommutativ, aber sie ist assoziativ, wie das néchste Beispiel
3.37 demonstriert. Dies wird insbesondere in Abschnitt 3.5.1 eine Rolle spielen, wenn wir die
Eigenschaften mehrfacher Faltungen untersuchen.

Beispiel 3.37. Wir betrachten zyklische Reihungen (in Zykelschreibweise) & = (A1, As),
B = (B1,B2) und v = (C1,C5), die wir wie folgt visualisieren kinnen:
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As B Cy
/ ’ /
A1 B Cl

1

~ B
Wir bestimmen zuerst die Konfluenz 8 Aé &. Wir erhalten den Zykel (A1, By, Ba, As):
1

AWQ
B/B\B2

Cr (s
Als ndchstes bilden wir die Konfluenz von 4 mit diesem, via v E—T‘l (,6’ = d), und erhalten den
2

Ay
Zyk’@l (A17 317 B2a Clv 027 AQ):

C

2>

C

o

Az 1O
al |y
Ay /B\ Cq
B, By

Um dieses Ergebnis zu erhalten, hdtten wir die Konfluenzen auch in dieser Reihenfolge be-

rechnen kénnen:
. Cq IB B1 R
=h)=a
ryBQ Aq
Wiéhrend man in diesem Foll sogar zuerst eine Konfluenz von & und 4 hdtte ausfithren

kénnen, ist dies bei
Ay [ ABy | Ay A\ Ba .
a=|p= =(la=p|=
By < Cy 7> ( By B) Cy 7

nicht der Fall. Hier enden wir mit (A, By, C1,Cy, Ba, As), visualisiert wie folgt:

By
A Cs
& ' /‘A}/
Ay Cq
By
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Wir haben in Beispiel 3.37 gesehen, dass die Konfluenz dieser zyklischer Reihungen asso-
ziativ ist. Diese Figenschaft gilt sogar allgemein, wie wir in Lemma 3.38 nachweisen.

Lemma 3.38. Scien a: A — A, B :B— B und 5 : C — C zyklische Reihungen und die
Elemente a € A, by,by € B und c € C gegeben. Dann gilt

a f aby | Loa s\ b2
a=(p=9=a=p|=7.
bl Cc bl C

~ b ~ b
Beweis. Wir bestimmen & bé (ﬁ :24,> explizit. Die Konfluenz ¢ := (8 :2& hat die Form
1 c c

Blx) =€ B\{5 ! (b2)}
i) @ =A) B< .
Y(x) xe C\{c}

oo By A0

Nun bestimmen wir & % o. Dies hat im Allgemeinen die folgende Gestalt:
D1

a b1
a(z) xe A\{a (b))} o< e
R (b)) x=a"Ya) | 4 5
g(x) xe€BWC\{b}
“ z=b (371((1).\_%.(3(111)

Um die Abbildung ¢ in dieser Abbildungsvorschrift zu ersetzen, miissen wir danac}} unter-
scheiden, was & (by) ist. Hier ergeben sich zwei Fille, ndmlich b = 87 1(by) und by # 571 (bo).

1. Aus by = 7 1(by) folgt &(by) = 4(c). Einsetzen der Abbildungsvorschriften ineinander

ergibt nun:
a(x) zeA{a"(a)} e
)  x=a"1(a) a°/ RQ’B(bl)
e {10 20 |
/5:([?1) At G a)e oC
b@) «eB\{h}) L.
@ z=b ie)

2. Aus by # 7 1(by) folgt &(by) = B(b1). Einsetzen der Abbildungsvorschriften ineinander

ergibt nun:
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a(z) @ A\a (b)) b, L b
Bb) w=a"'(a) Ve AN
B(z) =z € B\{by, B (b))} e .
S N
L@ T =1b B(bl) B Bil(bz)

LA 5\ b2 N
a= B) = 4. Dazu starten wir mit der
b1 c

Als néchstes bestimmen wir eine explizite Form von (

a -
Angabe von ¢ := a=p:

by
a b
a(x) = e Afa(a) o e
o L) 2ot { Vs
B(x) x € B\{bi}
©oorsh o (@) T Bey)
Dann hat & %ﬁ die Gestalt
5(x) z€AwB\{6(a)} e
e e=em) 5 ;
Y(2) @€ C\{e}
b o7a) A

Wenn man diese beiden Abbildungsvorschriften ineinander einzusetzen versucht, stellt man
ebenfalls die Notwendigkeit von zwei Féllen fest.

1. Im Fall by = 3(by) folgt 6~ (by) = & '(a). Die Einsetzung ergibt dann

ae) e Afa(@) 5 Aoy

Ba) = eB\{h} e ™.

a T =0 R
Va0 e=a i) Q )&

y(z) xe\{c} a® *ia

B = e

2. Tm Fall by # 3(b1) gilt 6 (by) = 37 (b2) und die Einsetzung ergibt
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a(z) z e A\{a(a)} b, eﬁ; 2

Bb) w=a"'(a) Ve AN

Blx) @€ B\{b, (b))} “r c
S I o) 7< )

”}(c) T = B—1<b2) « a)e eY(c

Y(z) =z e C\{c} A\ o, A/\

ba T=c B(b1) B B1(b)

Wenn wir die Abbildungsvorschriften in den verschiedenen Fillen vergleichen, sehen wir, dass
diese tatséchlich identisch sind. O

Nachdem wir uns ausfiihrlich mit strukturellen Eigenschaften der Konfluenz beschéftigt
haben, kehren wir jetzt zur eigentlichen Aufgabenstellung zuriick: Wir bendtigen die Kon-
fluenz zyklischer Reihungen, um die Kombination von zwei Fachern zu definieren. Dabei
miissen wir uns auch iiberlegen, wie die verschiedenen Orientierungen der beiden Kanten
miteinander verglichen werden. Da wir diesen Vergleich iiber die Identifikation der Kanten
definieren, konnen wir in der Definition der Facherkombination annehmen, dass diese bereits
gleich orientiert sind.

Definition 3.39 (Fichersumme). Sei S ein lokal simplizialer n—Uberlagerungskomplex mit
simplizialer Oberfliche {o¢} ek, und [k] € Kp—1/ ~. Weiter seien {My, Ma} eine Partition
der Corona Cor([k]) und

vy : SimplOrient(S4p) — Zyk(M)
vy : SimplOrient (Sgpy)) — Zyk(Ma)

zwes Facher.

Seien Oberflichen (f,er) € My x {£1} und (g,e4) € My x {£1} entgegengesetzt orientiert
(bzgl. [k]). Dann definieren wir die Fdichersumme von vy und v2 an (f,e¢) und (g,¢q)
als den Fdcher

p : SimplOrient(F ) — Zyk(M1 & M),
bei dem p(a) fir a € SimplOrient(Fy) wie folgt definiert ist:

o Falls e;of(a) = —1 und e464(a) = +1, dann handelt es sich um die Konfluenz von
vi(a) und va(a) an f und g.
o Falls e5of(a) = +1 und e464(a) = —1, dann handelt es sich um die Konfluenz von
va(a) und vi(a) an g und f.
Dabei bezeichnen 7§ und o, die induzierten Durchlaufsinne beziiglich [k].

Wohldefiniertheit. Wir miissen nachweisen, dass wir auf diese Weise tatsichlich einen Féacher
definiert haben. Dazu miissen wir priifen, ob er mit der Operation von S,, vertraglich ist.
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Priife zuerst, ob die Fallunterscheidung vollsténdig ist. Sei dazu m € .S,,, dann gelten
G¢(m-a) =sign(r)-7¢(a)
Tg(m - a) = sign(n) - o4(a),
folglich ist die Fallunterscheidung vollstéindig.
Wir miissen auflerdem zeigen, dass die Inverse der Konfluenz von v (a) und v»(a) an f und
g gleich zur Konfluenz von v5(a)~! und v4(a)~! an g und f ist. Dies ist aber die Aussage aus
Bemerkung 3.36. 0

Wir fiihren die Fachersumme an einem minimalen Beispiel durch:

Beispiel 3.40. Wir betrachten einen lokal simplizialen 2-Uberlagerungskomplex S mit

SimplOrient(Sgp)) = {(p1,p2), (P2, p1)}
Cors([k]) = {A1, A2, A3, By, Bo, B3, By}
My = {A1, Ag, Az}
My = {By, Bs, B3, B4}
sowie den Fichern vy und vo, die wie folgt definiert sind:
V1 = vi(p1,p2) = (A1, A2, A3) vi(p2,p1) = (A3, A2, A1)
Uy 1= vy(p1,p2) = (B1, Ba, B3, By) va(p2,p1) = (Ba, B3, Ba, By)

Fir die simpliziale Orientierung (p1,p2) kénnen wir diese wie folgt darstellen (beziiglich der
Standardorientierung der Ebene):

A B By

A V1 O Z

B: B
As 3 4

Dabei haben wir der Einfachheit halber angenommen, dass die induzierten Durchlaufsinne fiir

alle f € My W Ms gleich definiert sind:

Gr(p1,p2) = +1 Gr(p2,p1) = —1

Folglich sind (f,e¢) und (g,g4) fir f,g € My W My genau dann entgegengesetzt orientiert,
wenn €5 # &4 gilt.

Wir fiihren exemplarisch die Faltung an (A1, —1) und (Bg,+1) aus. Dabei erhalten wir aus
Definition 3.39 die Konstruktion eines Fichers

p : SimplOrient(SL ) — Zyk(My & M),

p(p1,p2) ist die Konfluenz von vs(p1,p2) und vi(p1,p2) an Bs und Ay, also der T-Zykel
(A1, Ag, As, Bs, By, By, B2), oder graphisch:
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Ay

By
As
By

As
B3

p(p2,p1) ergibt sich als das Inverse dieses T-Zykels.

3.2.2 Primitive Faltung vom Grad n — 1

Nachdem wir uns in Abschnitt 3.2.1 ausfiihrlich mit den Details der Kombination von Fachern
beschiftigt haben, wenden wir uns in diesem Abschnitt der Definition der primitiven Faltung
vom Grad n — 1 zu. Nach unser Vorarbeit ist deren Definition 3.41 relativ einfach.

Definition 3.41 (primitive Faltung). Sei F ein n—Proto—Faltkomplex und k,l € K,_1 mit
k %7 1 und G eine primitive Erweiterung von F, die k ~9 1 erfillt. Auflerdem seien
Randstiicke (f,e¢),(g,eq) mit [k] < [f] und [l] < [g] gegeben, die beziglich [k]g entgegen-
gesetzt orientiert sind.

Dann induziert die primitive Erweiterung zwei Bijektionen

Bii)» + SimplOrient(F () — SimplOrient(G )
By : SimplOrient(Fp;) — SimplOrient(G ),
-1

sodass v o ﬂ[k
Dann heifst c}

und vy o ,8?1 Facher sind.
er n—Proto—Faltkomplex G mit den Randstiicken

80, = 0fy fiir alle [f] € Knf ~7= K/ ~9

und den Fachern

V[% = V[]tr] fiir alle t € Ky mit t o7 k und t 47 1

V[%} ist die Fichersumme von vy o B[?:}l und vy o /8@1 an (f,e¢) und (g,e4)
primitive Faltung von F vom Grad n — 1.

Wohldefiniertheit. Damit wir einen n—Proto—Faltkomplex gem#fi Definition 3.27 vorliegen
haben, miissen wir die Komplementbedingung und die Standardréander iiberpriifen.

Die Komplementbedingung muss nur beziiglich I/[i] gepriift werden, da sich die ande-
ren Fiacher nicht verdndert haben. Nach Voraussetzung waren (f,e;) und (g,e4) vorher
Randstiicke, hatten also Komplemente beziiglich V[]k:] und 1/[%. Nach der Féachersumme sind
(f,ef) und (g,e4) komplementér, weshalb auch ihre urspriinglichen Komplemente nun kom-

plementéar zueinander sind.
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Untersuche nun, ob die neuen Standardriinder bereits Randstiicke waren. Da keine Aquiva-
lenzklassen von K,, vereinigt werden, kann es nur bei 1/[% neue Standardrinder geben. Genauer
kénnen diese nur bei (f,ef) und (g, e4) (sowie deren Komplementen in F) auftreten. Alle diese

sind aber bereits Randstiicke. O

Im Gegensatz zu den primitiven Faltungen von Graden ungleich n — 1 ist es sehr schwer,
die Facherkompatibilitéit allgemein zu garantieren. Wir miissen daher mit einer schwécheren
Aussage Vorlieb nehmen.

Bemerkung 3.42. Sei F ein n—Fualtkomplex und G sei eine primitive Faltung von F vom
Grad n — 1. Falls G ein n—Faltkomplex ist, dann ist auch F einer.

Beweis. Dass F ein n—Faltkomplex ist, wenn G einer ist, folgt daraus, dass man anstatt einer
doppelten Reduktbildung nur eine davon ausfithren muss, wie Lemma 3.15 zeigt. O

Wir méchten aber eigentlich wissen, wann wir die Féacherkompatibilitdt garantieren kénnen.
Aquivalent kénnen wir fragen, wann G ein n-Faltkomplex ist, sobald F einer ist. Da wir kein
simples, allgemeines Kriterium zum Garantieren der Facherkompatibilitdt haben, muss diese
in praktischen Anwendungen nach jeder Faltung manuell iiberpriift werden.

Im Rest dieses Abschnitts werden wir uns anhand mehrerer Beispiele damit beschéftigen,
welche Phénomene bei der Féchersumme auftreten kénnen, die es schwierig machen, die
Fécherkompatibilitdt allgemein zu garantieren. Wir werden anhand dieser Beispiele auch
aufzeigen, wieso einige naive Ideen zur Garantie der Facherkompatibilitét fehlschlagen.

Die erste naive Idee beruht darauf, dass (f,e¢) und (g,e,) nach der Faltung komplementér
sind. Das gilt natiirlich auch fiir ihre jeweiligen Komplemente. Folglich miissen diese Paare
auch vor der Faltung komplementér sein, falls sie im selben Facher vorkommen. Es geniigt
aber nicht, diese Eigenschaft zu fordern, um die Facherkompatibilitéit allgemein zu garantie-
ren, wie Beispiel 3.43 zeigt.

Beispiel 3.43. Wir betrachten die zyklischen Reihungen von drei Fidchern, die gleich orien-
tiert sind (daher beschiftigen wir uns nur mit den zyklischen Reihungen):

= (A, B,C) v:=(D,FE) 6:=(A,D,C,E)

Wir visualisieren diese wie folgt (wobei wir die simplizialen Oberflichen kennzeichnen):

E
B E
C . . 1%
H v
D D C
Wir bemerken, dass sowohl i als auch U mit & kompatibel sind. Als nichstes mdchten wir fi
und U an und (D, +1) zusammenfiigen, d. h. die Konfluenz von v und i an D und
ausfiihren.

Gemdj$ unseren Voriberlegungen soll nach der Konfluenz gelten:
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° und (D, +1) sind komplementir.

o (B,—1) und (E,—1) sind komplementdir (dies sind die Komplemente von und
(D, +1) beziiglich i und ©).

Ersichtlich ist die erste Bedingung auch in & erfillt, die zweite ist schlicht nicht anwendbar.
Das Ausfiihren der Konfluenz liefert (A, D, E, B,C), oder graphisch:

E

D

Aber diese zyklische Reihung ist nicht mit & kompatibel (genauer: die zugehdorigen Ficher
sind nicht kompatibel).

Man kann die Situation aus Beispiel 3.43 dadurch verhindern, dass man fordert, dass die
Mengen {/,C} und {D, E'} niemals alternieren diirfen. Damit wiirde man absichern, dass
die Coronae von ji und ¥ iiberschneidungsfrei in der Konfluenz der beiden sind. Allerdings
liisst sich auch dann noch ein Schlupfloch finden, da wir nicht verniinftig mit den Ubergéingen
zwischen den zyklischen Reihungen umgehen kénnen. Das Beispiel 3.44 demonstriert dieses
Problem.

Beispiel 3.44. Wir betrachten die zyklischen Reihungen von drei Fichern, die gleich orien-
tiert sind (daher beschiftigen wir uns nur mit den zyklischen Reihungen):

/Aj’::(.ﬂfa 7B) ﬁ::(g,C,D,g) &:( ’B’D’C)

Wir visualisieren diese wie folgt (wobei wir die simplizialen Oberflichen kennzeichnen):

f g D C

Q>

Wir bemerken, dass sowohl i als auch U mit & kompatibel sind. Als ndchstes mdochten wir fi
und U an (f,+1) und (g, —1) zusammenfigen, d. h. die Konfluenz von v und i an g und f

ausfiihren. Dies liefert (A, B, f,q9,D,C,g, f), oder graphisch:
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Aber diese zyklische Reihung ist nicht mit & kompatibel (genauer: die zugehorigen Ficher
sind nicht kompatibel).

Wir haben in den Beispielen 3.43 und 3.44 gesehen, dass wir die Facherkompatibilitét
nicht durch einfache Komplementaritits- und Uberschneidungsfreiheitsbedingungen garan-
tieren konnen.

Aber selbst wenn zwei Faltungen kompatible Facher liefern, kann es passieren, dass die
Kombination dieser Faltungen dies nicht tut. Das Beispiel 3.45 demonstriert dieses Phdnomen.

Beispiel 3.45. Wir betrachten einen 1-Faltkomplex F, bestehend aus

Ko :=={p,q,r,s} Ki:={A,B,C,D}
mit
p<A p=<B
q=<C q=<D
r<nB r=<C
s< A s=<D.

und trivialer Aquivalenzrelation ~. Fir die simplizialen Orientierungen geben wir jeder Kante
eine Richtung:

A<+ (p,s) B« (p,1) C <« (q,7) D <+ (q,$)

Der Einfachheit halber identifizieren wir den Fécher v, mit der eindeutigen zyklischen Rei-
hung vp(p). Da an jedem Punkt genau zwei Kanten anliegen, haben wir

v, = (A, B) vg = (C,D) v, = (B,C) vs = (A, D).

Graphisch kénnen wir diese zyklischen Reihungen (inklusive Orientierung) wie folgt darstel-

len:
A C C A
\ \ \ \\\
B D B D
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Diese Darstellung mag noch nicht allzu aussagekrdiftig sein, aber wir missen im Hinterkopf
behalten, dass unser Formalismus nicht mehr als das zur Verfiigung stehen hat. Auflerhalb
des Formalismus kénnen wir diese zyklischen Rethungen in eine geschlossene Form bringen:

D
s q
A C
p T
B
Wir wollen nun mit der Identifikation
p—q
o Fia— Fgo S
A—C

die Oberflichen (A, —1) und (C,+1) zusammenfalten.
Fiihren wir die Fachersummen aus, gelangen wir zu folgenden Resultaten:

= Q

Insbesondere liegen die nicht kompatiblen Zykel (A, B, D,C) und (A, D, B,C) vor. Damit
liefert diese Faltung keinen 1-Faltkomplez.

In Beispiel 3.45 sind beide Faltungen von Grad n — 1 individuell ausfithrbar. Erst nachdem
eine davon ausgefiihrt wurde, wird die Problematik der anderen sichtbar. Jede Kriterium,
das die Féacherkompatibilitit garantiert, muss auch in diesem Beispiel funktionieren.

3.3 Mehrfachfaltung

Nachdem wir uns in Abschnitt 3.2 damit beschéftigt haben, die Faltung eines n—Faltkomple-
xes konstruktiv zu definieren, wenden wir uns jetzt der Kombination solcher Faltungen zu.
Dabei méchten wir die Beziehung zwischen dem Start- und dem Endzustand beschreiben,
ohne darauf einzugehen, dass zwischendurch mehrere andere Zusténde durchlaufen wurden.
Wir mochten ein Konzept erhalten, das analog zur Teiliiberlagerung aus Kapitel 2.2 ist.

Dazu untersuchen wir, welche Eigenschaften die Faltungen aus Abschnitt 3.2 zwischen
ihrem Start- und Endzustand induzieren. Bei Faltungen von Grad n wird die Menge der
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Randstiicke echt verringert. Bei Faltungen von Grad n — 1, in denen ein [k] € K,,—; auf ein
[] abgebildet wird, miissen wir den urspriinglichen Fécher im Ficher des gefalteten Zustands
wiederfinden kénnen. Sobald wir eine simpliziale Orientierung festlegen, ist das Redukt der
zyklischen Reihung um [I] auf die Corona von [k] also gleich der zyklischer Reihung um [k].

Bei einer Féachersumme miissen wir zwei Dinge beachten: Zum einen bleiben die Blocke, die
einer Fliachenklasse entsprechen, fest (d.h. keine Elemente werden dazwischen geschoben).
Zum anderen diirfen keine Uberschneidungen auftreten. Damit ist gemeint, dass aus den
zyklischen Reihungen (A, B) und (C, D) nicht (A, C, B, D) werden kann.

Die erste Eigenschaft ist dadurch garantiert, dass es die Standardridnder #ndern wiirde,
Elemente zwischen eine Flachenklasse zu schieben. Die zweite Eigenschaft ist noch nicht in
einer Form, die durch wiederholte Faltung stabil bleibt. Wir betrachten daher in Beispiel
3.46, was bei wiederholter Konfluenz von zyklischen Reihungen passiert (wir iitbernehmen
dabei die zyklischen Reihungen aus Beispiel 3.37).

Beispiel 3.46. Wir betrachten zyklische Reihungen (in Zykelschreibweise) & = (Ay, As),
B = (B1,B2) und v = (C1,Cy), die wir wie folgt visualisieren kinnen:

A B Cy
/ / /
Al Bl Cl

) ~B A, A B
Die Konfluenzen @B:lﬂfld und (34356?2& liefern die Zykel (A, By, B2, C1,C5, As) und
2 4171 2 2

(A1, By, C1,Co, By, As) und lassen sich wie folgt visualisieren:

Ay 1 Co By
As Co
alo|y /
G
Ay /N Ch
B, B Al Ch
By

Es fillt auf, dass in beiden Graphiken keine Uberschneidungen der verschiedenen zyklischen
Reihungen auftreten. Wenn wir das durch die 6—Zykel ausdriicken wollen, miissen wir aus-
driicken, dass keine Elemente der urspriinglichen zyklischen Reihungen in alternierender Rei-
henfolge auftauchen. Betrachten wir exemplarisch & und B Im Zykel (A, B1,Cy,Cy, By, As)
erhalten wir startend von A, die Werte B1, dann By und schliefilich As. Wiren die letzten
beiden in anderer Reihenfolge erschienen (wiirden wir also zwischen Elementen in A und B
alternieren), wiirden sich & undﬁ in der Graphik schneiden.
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In Beispiel 3.46 haben wir die Uberschneidungsfreiheit so beschrieben, dass sie auch fiir
mehrfache Faltungen anwendbar ist. Wir definieren dieses Kriterium allgemein:

Definition 3.47 (iiberschneidungsfrei). Seiv : M — M eine zyklische Reihung. Eine Familie
disjunkter Teilmengen {M;};cr von M heifst iiberschneidungsfrei (bzgl. v), falls gilt:

Es gibt kein f € M, sowie natirliche Zahlen 0 < z < y < z < |M|, sodass {f,vY(f)} und
{v*(f),v*(f)} in verschiedenen M; liegen.

Nachdem wir das Konzept der Uberschneidungsfreiheit allgemein definiert haben, miissen
wir nachweisen, dass es unter Fiachersummen erhalten bleibt. Der formale Nachweis dieser
Aussage ist relativ simpel, aber mit vielen Indizes behaftet:

Lemma 3.48. Scien 01,09 zyklische Reihungen tber den endlichen, disjunkten Mengen
Ay, Ay, Weiter seien { M1 < s <t} und {My|1 < u <wv} dberschneidungsfrei beziglich oy
und o9.

Dann ist {M!1 < s <t} U{M2|1 <u < v} diberschneidungsfrei beziiglich jeder Konfluenz
von o1 und oy.

Beweis. Dass {M!1 < s <t} U{M21 <u<wv} aus disjunkten Teilmengen von A; & A
besteht, ist klar.

Wir betrachten eine Zykeldarstellung einer Konfluenz (vgl. Definition 3.35) von o1 und o9,
in der die Elemente aus A; und A, separiert sind, d. h.

(ala ceey Omyy Gy 415+ -+ am1+m2),

mit {ay,...am,, } = Ay und {am 41, - Gmy+me } = As.

Angenommen, es gebe eine Uberschneidung, also i < j < k < I, sodass {a;,a;} und
{aj,a;} in verschiedenen Mengen der Partition liegen. Da A; und A disjunkt sind, muss
entweder k < mj oder i > m; gelten (da sonst {a;,a} in keiner Menge der Partition liegen
konnte). Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit nehmen wir £ < m4 an. Dann folgt j < my
und demnach muss auch [ < my gelten (selbes Argument fiir {a;,a;}). Dann konnte aber
{M}|1 < s <t} nicht iiberschneidungsfrei beziiglich o; sein. Aus diesem Widerspruch folgt
die Behauptung. O

Nachdem wir in Lemma 3.48 nachgewiesen haben, dass Uberschneidungsfreiheit ein zentra-
les Merkmal von Féachersummen ist, erwéhnen wir eine Moglichkeit, diese einfacher nachzu-
weisen. Wir verwenden dabei die Redukte aus Definition 3.13, um die Uberschneidungsfreiheit
auf eine moglichst kleine zyklische Reihung zuriickzufiihren.

Bemerkung 3.49. Sei v : M — M eine zyklische Reihung und {M;};c; sei eine Familie
disjunkter Teilmengen von M. Dann ist {M;}ier genau dann iberschneidungsfrei beziglich

v, falls fir je zwei M;, M; (mit i,5 € I und i # j) gilt:

o {M;, Mj} ist iberschneidungsfrei beziiglich des Redukts vaguwn, —nywn; -
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Nachdem wir den Begriff der Uberschneidungsfreiheit hinreichend lange untersucht haben,
wenden wir uns wieder dem Ziel dieses Abschnitts zu: Das Konzept der Teiliiberlagerung
auf die Situation der n—Faltkomplexe zu verallgemeinern. Dazu erweitern wir eine Teiliiber-
lagerung um alle Merkmale, die wir bislang gesammelt haben. Es wird sich in Lemma 3.56
herausstellen, dass diese Merkmale hinreichend fiir die Aquivalenz zwischen dem neuen Begriff
der Teilfaltung und den primitiven Faltungen aus Abschnitt 3.2 ist.

Definition 3.50 (Teilfaltung). Seien F,G zwei n—Proto—Faltkomplexe. Dann heifit F Teil-
faltung von G, falls gilt

1. F ist Teilitberlagerung von G.
2. Jedes Randstiick von G ist auch eines von F.

3. Firl € K,—1 sind die Coronae {Corx([k]r)|k € [llg} tberschneidungsfrei beziiglich
der zyklischen Reihungen v (a) fir eine (und damit jede) simpliziale Orientierung
a € SimplOrient(Gy))-

g

4. Fiirk € Ky,—1 und eine simpliziale Orientierung a € SimplOrient(F<y) gilt: Das Redukt
von vy, (lalg) auf die Corona Corz([k]F) ist gleich vy, ([a]F).

Damit das Konzept der Teilfaltung eine Relation zwischen Start- und Endpunkt einer
Faltung darstellen kann, muss es transitiv sein:

Lemma 3.51. Seien F,G,H drei n—Proto—Faltkomplexe, sodass F eine Teilfaltung von G
und G eine Teilfaltung von H ist. Dann ist F eine Teilfaltung von H.

Beweis. Wir priifen die Eigenschaften aus Definition 3.50 einzeln nach. Dass die Teiliiberlage-
rungs- und Randstiickbedingungen transitiv sind, ist klar. Dass eine doppelte Reduktbildung
gleich einer einfachen Reduktbildung ist, ist die Aussage von Lemma 3.15.

Wir miissen also noch nachweisen, dass die Uberschneidungsfreiheit transitiv ist.

Seien [ki],[k2] € Kn—1/ ~r verschieden mit k; ~y; ko. Wir wollen zeigen, dass die
Coronae von Corg([k1]) und Corg([ke]) iiberschneidungsfrei beziiglich yﬁtl](a) fiir ein a €
SimplOrient(H x,) sind. Fixiere eine solche simpliziale Orientierung a fiir den Rest des Be-
weises, sodass wir uns nur um die zyklischen Reihungen kiimmern miissen (die Orientierung
a induziert auch simpliziale Orientierungen fiir die anderen betrachteten Fécher).

Wir verwenden die Charakterisierung aus Bemerkung 3.49 und unterscheiden zwei Félle:

L4 k‘l ~G k‘g!
Da das Redukt von 1/[7,;‘1] (a) auf Corg([k1]) gleich v¢  (a) ist und die Coronae Corx([k;])

(k1]
und Corx([ke]) tiberschneidungsfrei sind, sind sie es (aufgrund von Bemerkung 3.49 und

Lemma 3.15) auch in Vflj .
1]

[ ] k’l f/fg kQ:
In diesem Fall ist jede Corona Corg([k;]) in Corg([k;]) enthalten. Da diese dann iiber-
schneidungsfrei bzgl. V[ﬁ”]fﬂ sind, gilt das auch fiir ihre Teilmengen. O
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Wir haben bislang den Begriff der Teilfaltung definiert und nachgewiesen, dass dieser tran-
sitiv ist und von primitiven Faltungen erfiillt wird. Wir miissen aber auch die umgekehrte
Richtung nachweisen, d. h. dass sich jede Teilfaltung in mehrere Einzelfaltungen zerlegen l&sst.
Dazu bauen wir auf Lemma 2.33 auf, in dem Teiliiberlagerungen in primitive Erweiterungen
zerlegt werden. Da wir aber gewissen Einschrankungen beim Falten unterliegen, kénnen wir
die Folge aus dem Lemma nicht direkt iibernehmen. Wir fithren den Beweis aber &hnlich. Zu
zwei endlichen n—Faltkomplexen F und G, wobei F Teilfaltung von G ist, miissen wir eine
primitive Faltung F* von F so konstruieren, dass F* eine Teilfaltung von G ist (der Rest
folgt mit Induktion und der Endlichkeit der Komplexe). Fiir Grade kleiner als n — 1 gibt es
keine Komplikationen.

Bemerkung 3.52. Seien F,G zwei n—Proto—Faltkompleze, wobei F Teilfaltung von G ist.
Es gebe p1,ps € K; mit i <n — 2, sodass gilt:

® p1AF P2

® p1~g P2

e Die Vereinigung von [p1] und [ps] liefert eine primitive Erweiterung von F
Dann ist die primitive Faltung von F an p1 und py eine Teilfaltung von G.

Bei der Identifikation der Kanten (Grad n — 1) miissen wir beachten, dass wir die Fécher
in der richtigen Reihenfolge zusammenfiigen. Dazu nehmen wir zwei Fécher V[le] und V[]k:2]

mit ki, ks € [l].¢, deren Coronae in V% benachbart sind, und fiigen diese zusammen. Dabei
miissen wir sicherstellen, dass diese primitive Faltung noch immer Teilfaltung von G ist.
Die meisten Bedingungen dazu (vgl. Definition 3.50) machen wenig Arbeit, aber bei der
Uberschneidungsfreiheit miissen wir ein wenig arbeiten. Wir miissen nachweisen, dass die
Kombination zweier benachbarter Fiicher keine Uberschneidungen erzeugt. Dazu verwenden
wir das folgende Lemma:

Lemma 3.53. Die Mengenfamilie { M;|1 < i <k} mitk > 2 sei iberschneidungsfrei beziiglich
der zyklischen Reihung v. Es gebe ein m € My mit v(m) € Ma.
Dann ist {My & Mz} W {M;|3 < i <k} dberschneidungsfrei beziglich v.

Beweis. Da die Redukte auf alle Mengenpaare aufler M1 W My sich nicht verdndern, miis-
sen wir nach Bemerkung 3.49 nur die Paare betrachten, in denen M; & My vorkommt. Wir
untersuchen ohne Einschriankung nur M; W Ms und Ms.

Giibe es eine Uberschneidung zwischen diesen beiden Mengen, so giibe es ein a € M; und
0<a<f<7,sodass v?(a) € My und {v*(a),v"(a)} € M3 gilt (a und v?(a) konnen nicht
im selben M; liegen, da wir ansonsten eine Uberschneidung in { My, My, M3} gehabt hitten).

Wir untersuchen, wo das m aus der Voraussetzung liegen kann. Es gibt kein a < j < v
mit 7 (a) = m, da sonst (a,v*(a),’(a),v?(a)) eine Uberschneidung von M; und Ms wire.
Damit muss j < a oder j > v gelten. Wegen v+ (a) € Ms bilden {v7*1(a),v?(a)} C My und
{v*(a),v"(a)} € Ms eine Uberschneidung. Daher gibt es keinen Platz fiir dieses m, womit
die Annahme der Uberschneidung widerlegt ist. O
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Mit Lemma 3.53 als Vorbereitung, kénnen wir leicht eine primitive Faltung von Grad n—1
konstruieren, die Teilfaltung von G bleibt.

Lemma 3.54. Seien F,G zwei n—Proto—Faltkomplexe, sodass F Teilfaltung von G ist. Es
gebe k1, ko € Ky_1, sodass gilt:

o ki r ko
o ki ko€ [llue €Kny/ ~Y
o Vereinigung von k1] und [ko] liefert eine primitive Erweiterung von F

Bezeichne mit M; die Corona von 1/[]];]. Wir nehmen weiter an, dass es (f,e¢) € My x {£1}
und (g,e4) € My x {£1} gibt, sodass (f,e¢) und (g,e4) in I/[gl] komplementdr sind.

Dann ist die primitive Faltung von F, die ki und ko an (f,e5) und (g,e4) zusammenfaltet,
eine Teilfaltung von G.

Beweis. Nach Definition 3.41 ist diese Konstruktion wohldefiniert. Wir priifen die Eigenschaf-
ten aus der Definition 3.50 der Teilfaltung einzeln nach.

1. Da k; ~Y ky gilt, handelt es sich bei der primitiven Faltung von F um eine Teiliiberla-
gerung von G.

2. Die Randstiicke werden nicht beriihrt, folglich ist auch diese Bedingung erfiillt.
3. Die Uberschneidungsfreiheit ist durch Lemma 3.53 gedeckt.

4. Seien a; € SimplOrient(F<y, ) und ag € SimplOrient(F<y,) simpliziale Orientierungen,
die [a1]g = [az]g erfiillen. Definiere die zyklischen Reihungen

= V[J,;]([al]]:) mit Corona M;

) = y£2]([a2]f) mit Corona My
59— 8 (o),
dann gilt nach Voraussetzung ﬁﬁwﬁMl =7{ und ﬁﬁ\@%]\b =1 . Da (f,ef) und (g,c4)

komplementir sind, nehmen wir ohne Einschrinkung an, dass 79(f) = g gilt (ansons-
ten vertausche deren Rollen). Da {M;, My} iiberschneidungsfrei beziiglich 1/[% ist, ist
dadurch schon das Redukt ’9|ngw Mo My M festgelegt. Dieses ist gleich der Konfluenz

von 7§ und #{ an g und f, die auch bei der Féichersumme zum Einsatz kommt. Damit
folgt die behauptete Gleichheit. O

Nachdem wir in Bemerkung 3.52 und Lemma 3.54 die primitiven Faltungen aller Grade
ungleich n untersucht haben, wenden wir uns jetzt der Identifikationen von Fliachen zu (oder
allgemeiner Grad n). Hier miissen wir nur darauf achten, dass wir die richtigen Oberflichen
zusammenfalten.
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Lemma 3.55. Seien F,G zwei n—Proto—Faltkomplexe, sodass F Teilfaltung von G ist. Es
gebe f.g € ICp, sodass gilt:

* g*ry
* fr~gy
o Vereinigung von [f] und [g] liefert eine primitive Erweiterung von F

Seien (f,e¢) und (g,e4) (mit ef,eq € {£1}) komplementire Oberflichen'®, die keine Rand-
stiicke von G sind.

Dann ist die primitive Faltung von F, die f und g an (f,ef) und (g,e4) zusammentfaltet,
eine Teilfaltung von G.

Beweis. Nach Definition 3.31 ist diese Konstruktion wohldefiniert. Wir priifen die Eigenschaf-
ten aus der Definition 3.50 der Teilfaltung einzeln nach.

1. Da f ~9 g gilt, handelt es sich bei der primitiven Faltung von F um eine Teiliiberlage-
rung von G.

2. Es werden nur Randstiicke entfernt, die nicht schon in G vorkamen, folglich ist auch
diese Bedingung erfiillt.

3. Da keine Ficher verindert werden, ist die Uberschneidungsfreiheit garantiert.
4. Da keine Fécher verdndert werden, ist auch die Redukt-Bedingung trivial. 0
Wir fassen unsere Erkenntnisse zusammen.

Lemma 3.56. Seien F,G zwei endliche n—Proto—Faltkomplexe und F sei eine Teilfaltung
von G. Dann gibt es eine Folge von n—Proto—Faltkomplezen

f:f07~/—-'17"'7fk:g7

sodass F; fir alle 1 < i <k eine primitive Faltung von F;_1 ist.
Falls G ein n—Faltkomplex ist, sind alle F; (mit 0 < i < k) auch n—Faltkomplexe.

Beweis. Zeige zuerst, dass es eine primitive Faltung von F gibt, die Teilfaltung von G ist. Sei
dazu 0 < i < n minimal, sodass es z,y € K; mit [z] 7 W [y]_r C [z] ¢ gibt. Fiiri <n —1
folgt die Aussage aus Bemerkung 3.52.

Fir ¢ = n — 1 miissen wir die Voraussetzungen aus Lemma 3.54 priifen. Wir wissen,
dass [z]_¢ in mehrere ~*Klassen zerfillt. Die Coronae dieser Klassen sind in der Corona
Corg([z]) enthalten, da F Teilfaltung von G ist. Es gibt daher zwei komplementére Ober-
flichen aus verschiedenen Coronae, wie in Lemma 3.54 gefordert. Die Vereinigung der ent-
sprechenden Aquivalenzklassen induziert also eine primitive Faltung, die Teilfaltung von G
ist.

2Diese Bezeichnung ist eindeutig, da aufgrund der Primitivititsannahme alle Kanten diese beiden Flichen
enthalten.
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Fiir ¢ = n miissen wir die Voraussetzungen von Lemma 3.55 priifen. Die Klasse [z] ¢ zerfillt
in mehrere ~*Klassen. In [z]g gibt es komplementire Oberflichen aus verschiedenen ~7 -
Klassen. Da F eine Teilfaltung von G ist und alle Facher der beiden n—Proto—Faltkomplexe
iibereinstimmen, sind diese beiden Oberflichen auch in F komplementér. Die Vereinigung
der entsprechenden Aquivalenzklassen liefert als nach Lemma 3.55 eine primitive Faltung,
die Teilfaltung von G ist.

Da die Komplexe endlich sind, lisst sich die obige Konstruktion nur endlich oft anwenden.

Sobald es kein solches ¢ mehr gibt, gilt bereits F = G. Damit ist die Behauptung gezeigt. [

Damit haben wir jede Teilfaltung in primitive Faltungen zerlegt. Folglich sind die Begriffe
von Teilfaltung und primitiven Faltungen #quivalent (im endlichen Fall).

3.4 Entfaltungen

Nachdem wir die Faltung von n—Faltkomplexen in den Abschnitten 3.2 und 3.3 ausfiihrlich
untersucht haben, wenden wir uns in diesem Abschnitt deren Entfaltung zu. Wir erweitern
dazu das Konzept der primitiven Spaltung aus Abschnitt 2.4 von einer Teiliiberlagerung auf
eine Teilfaltung:

Definition 3.57 (primitive Entfaltung). Seien F ein n—Faltkomplez und f € U?:o K.
Der n—Faltkomplex € heifit primitive Entfaltung (von F) an [f], falls gilt:

o & ist eine Teilfaltung von F.

o & ist eine primitive Spaltung von F an [f] (als n—Uberlagerungskomplexe aufgefasst).

In den meisten Fillen d&ndert sich nur wenig durch diese Modifikation. Da Faltkomplexe nur
bei K,,—1 und K, ein von Uberlagerungskomplexen abweichendes Verhalten zeigen, kénnen
wir Satz 2.49 unmittelbar auf primitive Entfaltungen von allen K; mit j < n — 1 iibertragen.

Folgerung 3.58. Sei F ein n—Proto—Faltkomplex und sei f € K; (mit 0 <j<n—1).
Eine Partition |-, Ms von [f]~ ist genau dann Spaltungspartition einer primitiven Ent-
faltung von [f], wenn sie mit der Bindungsrelation vertrdglich ist.

Wir betrachten die Klassen KC,,_1/ ~ als néchstes. Hier dndern die zyklischen Reihungen
die Situation. Wenn wir die Definition 3.50 der Teilfaltung betrachten, erkennen wir eine
mogliche Komplikation: Die Coronae der Féacher von £ miissen iiberschneidungsfrei beziiglich
jeder zyklische Reihung von F sein. Dass dies nicht trivial ist, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 3.59. Betrachten wir den folgenden Ausschnitt eines 1-Faltkomplezes (bei dem wir
auf die Kennzeichnung der Kantenoberflichen verzichtet haben):
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Wir haben eine Punktiquivalenzklasse {a,b,c,d} vorliegen, deren zyklische Reihung gleich
(A, B,C, D) ist. Wenn alle Kantenklassen einelementig sind, erkennt man aus der Graphik,
dass die Bindungsrelation auf {a,b, c,d} trivial ist. Nach Satz 2.49 ist die Zerlegung in {a,c}
und {b,d} eine primitive Spaltung. Diese Partition der Punkte induziert die Kantenpartition
{A,C} W {B, D}, die nicht iberschneidungsfrei beziiglich (A, B,C, D) ist. Demnach handelt
es sich bei dieser primitiven Spaltung nicht um eine primitive Entfaltung.

Das Beispiel 3.59 demonstriert, dass die Uberschneidungsfreiheit der induzierten Kanten-
partition notwendig fiir das Vorliegen einer primitiven Entfaltung ist. Wir miissen also kléren,
was mit dem ,, Induzieren einer Partition“ gemeint ist.

Definition 3.60 (induzierte Féacherpartition). Sei F ein n—Proto—Faltkomplex und k € ICp—1.
Sei |2, M; eine Partition von [k|. Dann definiert WJjL, N; mit

Nj={fek,|3eM:1=<f}
eine Partition von Cor([k]), die induzierte Fdcherpartition.

Wohldefiniertheit. Wir miissen zeigen, dass es sich tatsichlich um eine Partition handelt.

e Fiir f € Cor([k]) gibt es nach Definition 3.6 ein | € K,—1 und ein g € Ky, sodass
k~1<g~ [ erfillt ist. Aufgrund der Abwértskompatibilitdt von ~ gibt es ein [ ~ |
mit [ < f.

Da Wj2, M; eine Partition von [k] ist, liegt [ in einem M;. Dann folgt f € Nj.
e Betrachten wir zwei N;, N;. Zu einem f € N; N N; gibt es I; € M; und l; € M; mit

l; < fund l; < f. Wegen [; ~ I; folgt I; = l; aus der Irreduzibilitdt von ~. Da E—J;n:l M;
eine Partition ist, folgt i = j.

Folglich ist {JJ"; N; eine Partition von Cor([k]). O
Damit l4sst sich das Analog von Satz 2.49 fiir [k] € K,—1/ ~ formulieren.

Lemma 3.61. Sei F ein n—Proto—Fualtkomplex und sei k € KC,,_1.
Eine Partition L-Ij;nzl M; von [k] ist genau dann Spaltungspartition einer primitiven Entfal-
tung an k], wenn gilt:

o Sie ist mit der Bindungsrelation vertrdglich.

e Die induzierte Fdcherpartition ist iberschneidungsfrei bzgl. einer (und damit jeder)
zyklischen Reihung des Fdchers V[Jk:].

Beweis. e Sei £ eine primitive Entfaltung von F an [k] und ;" ; M; sei die Spaltungs-
partition von £. Nun gilt:

— Da & primitive Spaltung von F ist, ist Lﬂ;”:l M; nach Satz 2.49 mit der Bindungs-
relation vertraglich.
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— Die zyklischen Reihungen von & auf M; sind auf der induzierten Fécherparti-
tion von Lﬂ;”:l M; definiert. Da & Teilfaltung von F ist, liefern diese also eine

iiberschneidungsfreie Partition bzgl. der zyklischen Reihungen von V[JZ}.

e Sei eine solche Partition 4JJ, M; von [k] gegeben. Nach Satz 2.49 gibt es einen n—
Uberlagerungskomplex &, der primitive Spaltung von F an [k] ist. Wir zeigen, dass
sich &€ so zu einem n—Proto—Faltkomplex fortsetzen lasst, dass dieser Teilfaltung von F
wird. Dies funktioniert wie folgt:

— Alle Randstiicke bleiben gleich, d. h. 6501 = 8[];] fiir jedes [f] € Kp/ ~.

— Fiir I € K, mit I 7 k gilt yﬁ] = V[]l_]—'

Fiir die Aquivalenzklasse M; miissen wir aus einer zyklischen Reihung 19]]; eine
iiber M; konstruieren. Wegen Bedingung 4 in Definition 3.50 handelt es sich dabei
um das Redukt auf M;. Jede simpliziale Orientierung von F_) induziert dabei
eine simpliziale Orientierung auf £ fiir jedes [I] e C [k]. 7.

— Da keine Klasse aus K,/ ~ aufgespalten wurde, haben sich die Standardrénder
nicht veréndert (da M; mit der Bindungsrelation vertréglich ist).

Um nachzuweisen, dass £ Teilfaltung von F ist, geniigt es nachzuweisen, dass {M;|1 <
j < m} iiberschneidungsfrei bzgl. jeder zyklischen Reihung von u[]k:] ist. Das ist aber
durch die Einschréankung an L—lj;nzl M; garantiert. O

Damit haben wir die primitiven Entfaltungen aller Grade kleiner als n charakterisiert.
Als néchstes betrachten wir primitive Entfaltungen an [f] € K,,/ ~. Eine solche Entfaltung
verdndert nur die Randstiicke, nicht aber die Fécher. Damit wir einen n—Proto—Faltkomplex
erhalten, miissen wir garantieren, dass jede Menge der Spaltungspartition maximal zwei Stan-
dardrénder induziert. Da wir von primitiven Spaltungen sprechen, haben alle diese Flidchen
die selben Kanten (vor und nach der Entfaltung). Damit ist diese Bedingung nur von der
Spaltungspartition selbst abhéingig. Anschaulich ist die notige Bedingung recht leicht zu for-
mulieren: Wir betrachten die lineare Ordnung

H<fo< < [fm, (my € N)
auf der Flichenklasse [f] (die wir aus den Fichern und Randstiicken mittels Lemma 3.26
rekonstruieren kénnen) und zerlegen diese in mehrere Teilordnungen
Nh<fe<-<[fm
fml-‘rl < fm1+2 < - < fm2

fmk_l-i-l < fmk_1+2 << fmk

Da wir diese linearen Ordnungen nicht direkt vorliegen haben, miissen wir die Zerlegung
etwas anders formulieren. Dabei miissen wir insbesondere auf den Unterschied zwischen einer
linearen und einer zyklischen Ordnung aufpassen. Im Ausgleich dafiir brauchen wir uns nicht
um die Bindungsrelation zu kiimmern, da es keine hohere Dimensionen als n gibt.
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Lemma 3.62. Sei F ein n—Faltkomplex und sei f € Ky Set a eine simpliziale Orientierung
von F ) fir ein k € K1, das [k] < [f] erfillt. Wihle die Bezeichnung ¥ := vy(a).

Eine Partition L*—J;n:l M; von [f] ist genau dann Spaltungspartition einer primitiven Entfal-
tung an [f], wenn gilt

o Zu jedem M; gibt es ein x € M; und eint € N mit

M; = {9'(2)|0 <i < t}.

Beweis. e Sei £ eine primitive Entfaltung von F an [f] und L+J;n:1 M; sei die Spaltungs-
partition von £. Nun gilt:

— Da & primitive Spaltung von F ist, ist L-ij;nzl M; nach Satz 2.49 mit der Bindungs-
relation vertréaglich.

— Angenommen, es gebe ein x € M}, sodass fiir eine zyklische Reihung © von £ drei
Werte o, 8,7 € Nmit 0 < o < 8 <y < | Corg([f])| existieren, die {o*(x),?7(x)}N
M; = () und PP(x) € M; erfiillen.

Dann gibt es ein 0 < a < « mit 2%(z) € M; und #*T!(x) ¢ M;, also liegt hier ein
Randstiick aus 8]gwj vor. Analog findet man zwischen o und v zwei weitere. Da es
aber nur genau zwei davon gibt, ist das ein Widerspruch.

— Wihle z als Randstiick so, dass 0(z) € M;. Gibe es 0 < o < 8 < | Corg([f])| mit
p%(z) ¢ M; und ©°(z) € M;, dann giibe es analog zum zweiten Fall mindestens
zwei weitere Randstiicke. Daher kann es keine Unterbrechung geben, bis das zweite
Randstiick erreicht ist.

e Sei eine solche Partition Lﬂ;”zl M; von [f] gegeben. Nach Satz 2.49 gibt es einen n—
Uberlagerungskomplex &, der primitive Spaltung von F an [f] ist. Wir zeigen, dass sich
& so zu einem n-Faltkomplex fortsetzen lasst, dass dieser Teilfaltung von F wird.

— Alle Fécher bleiben gleich.

— Die Randstiicke dpy; sind gegeben durch die Elemente von M;, die Standardrénder
sind, aufler wenn die Partition einelementig ist. Dann bleiben sie gleich 8[];}.

Von allen Bedingungen aus Definition 3.27 miissen wir nur iiberpriifen, ob es immer
genau zwei Randflichen gibt (dann ist das so konstruierte £ eine Teilfaltung von F).
Zu jedem M; gibt es ein x € M; und ein t € N mit M; = {#'(2)|0 < i < t} (die
zyklischen Reihungen von € sind gleich denen von F). Dann induzieren z und '(x)
Standardréinder (zu verschiedenen Richtungen), da #~1(z) & M, und 2+ (z) € M; gilt.
Da es keine weiteren Standardréander gibt, folgt die Behauptung. O

Wir kénnen die Bedingungen dieses Lemmas mit Hilfe von Lemma 3.26 in Bezug auf eine
feste lineare Ordnung formulieren.

Folgerung 3.63. Sei F ein n—Faltkomplex und sei f € ICp,. Sei (a1, ...,an,an+1) eine sim-
pliziale Orientierung von F<y und k € ICp,—1 mit k < f, sodass (a1,...,an) eine simpliziale
Orientierung von Fy, ist. Setze U := vy ([a1], - - -, [an]).
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Gemdfs Lemma 3.26 kinnen wir die Elemente von [f] linear ordnen:

Jede lineare Ordnung 0 < t1 < to < --- < t; = m korrespondiert zu einer Spaltungspartition
von [f], ndmlich

{7 (g)[0 < j <t}
{P7(g)|t1 < 7 < ta}

{F (9t < j <m}

Insgesamt beschreiben Folgerung 3.58 und die Lemmata 3.61 und 3.62 alle moéglichen pri-
mitiven Entfaltungen eines n—Faltkomplexes. Als ndchstes widmen wir uns der Struktur aller
primitiven Entfaltungen.

Wir haben in Bemerkung 2.51 gesehen, dass die primitiven Spaltungen an [f] eine Ver-
bandsstruktur aufweisen, die durch Teiliiberlagerung geordnet war. Aufgrund der Einschrin-
kungen, die die Faltkomplex—Struktur vorgibt, iibertrigt sich das nicht vollsténdig auf pri-
mitive Entfaltungen, wie das néchste Beispiel zeigt:

Beispiel 3.64. Wir betrachten erneut die Situation aus Beispiel 3.59:

B A
C D

Die Partitionen {{a},{b,d},{c}} und {{a,c}, {b},{d}} von {a,b,c,d} induzieren iiber-
schneidungsfreie Ficherpartitionen (bzgl. (A, B,C, D)), aber ihr join (im Sinne von Bemer-
kung 2.51) ist {{a,c},{b,d}}. Die induzierte Ficherpartition {{A,C},{B, D}} ist nicht iber-
schneidungsfrei beziglich (A, B,C, D).

Allerdings ist der meet stets wohldefiniert. Wir bendtigen also eine Abschwichung des
Verbandsbegriffs. Es ist zwar theoretisch moglich, dass eine andere Definition des join zum
Erfolg fithrt, aber dadurch verléren wir die angenehmen Berechnungseigenschaften.

Definition 3.65 (meet-Halbverband). Eine partielle Ordnung (P, <) heifst meet—Halbver-
band, falls zu je zwei a,b € P ihr meet a Nb (im Sinne der Definition 2.50 eines Verbandes)
wohldefiniert ist.

Lemma 3.66. Sei F ein n—Faltkompler und x € K; (0 < i < n). Die Menge der Spal-
tungspartitionen primitiver Entfaltungen von [x| bildet fir i # n — 1 einen Verband und fiir
i =n—1 einen meet—Halbverband, der wie in Bemerkung 2.51 definiert ist.
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Beweis. Wir betrachten die drei Félle i <n — 1,7 =n — 1 und ¢ = n separat.

it < n —1 Da nach Folgerung 3.58 primitive Entfaltungen und primitive Spaltungen zusammen-
fallen, ist nichts zu zeigen.

¢t = n — 1 Wir miissen nur zeigen, dass der meet von zwei {iberschneidungsfreien Partitionen selbst
wieder iiberschneidungsfrei ist.

Seien dazu {Mj,..., My} und {Li,...,L;} tiberschneidungsfrei beziiglich der zykli-
schen Reihung # (auf N Elementen). Thr meet sei die Partition {71,...,7;}. Angenom-
men, die verschiedenen Mengen T, und T, iiberschneiden sich. Dann gibt es x € Ty,
sowie 0 < o < B < v < N, sodass {z,?%(x)} C T, und {#*(z), " (x)} C T, gelten.

Da {M;|1 < i < m} iiberschneidungsfrei ist und {73} < {M;} gilt, gibt es ein i €
{1,...,m}, sodass T,, € M; und T,, C M; gelten. Analog gibt es ein j € {1,...,1},
sodass T, € Lj und T, C L; gelten.

Folglich gilt T;, € M; N L;, also nach Konstruktion des meet: T,, = M; N L;. Ebenso
folgt T, = M; N L;, woraus wir T;, = T;, erhalten, im Widerspruch zur Annahme.

i =n Um die Aussage nachzuweisen, verwenden wir die Darstellung aus Folgerung 3.63. Fiir
die Spaltung von [f] € K,,/ ~ betrachten wir eine der zyklischen Reihungen 7, die [f]
enthélt. Es gibt ein = € [f] mit

1= {?"(@)|0 <t <[f1I}-

Nach Folgerung 3.63 ldsst sich eine primitive Entfaltung durch die Wahl einer Liste
0 <t <ty <--- <t <|[f]l festlegen. Seien nun zwei Spaltungspartitionen durch
diese Listen gegeben. Ihr join ist durch den Schnitt dieser Listen gegeben, ihr meet
durch deren Vereinigung. Damit liegt eine Verbandsstruktur vor. O

Wir haben in Lemma 3.66 nachgewiesen, dass die Spaltungspartitionen an einer Aquiva-
lenzklasse einen meet—Halbverband bilden. Wir méchten diese Struktur aber auch auf die pri-
mitiven Entfaltungen selbst iibertragen. Dieser Ubergang ist nicht so einfach wie der analoge
Fall der n-Uberlagerungskomplexe. Dort mussten wir nur die Aquivalenzrelation iiberpriifen,
hier miissen wir auch auf die anderen Eigenschaften von Teilfaltungen aus Definition 3.50
achten. Wir fithren die notwendige Argumentation in Satz 3.67 aus.

Satz 3.67. Sei F ein n—Faltkomplex und x € K; (mit 0 < i < n). Dann bildet die Menge
der primitiven Entfaltungen an [x] € K;/ ~ (wobei die partielle Ordnung durch Teilfaltung
gegeben ist) fir i #n — 1 einen Verband und fir i =n — 1 einen meet—Halbverband.

Beweis. Aus Lemma 3.66 lesen wir ab, dass die Menge der primitiven Entfaltungen die gefor-
derte Verbandsstruktur besitzt, falls die partielle Ordnung durch Teiliiberlagerung gegeben
ist.

Seien A und B zwei n—Faltkomplexe, die Teilfaltung von F sind, sodass A eine Teiliiberla-
gerung von B ist. Wir wollen zeigen, dass A auch eine Teilfaltung von B ist.

Dazu iiberpriifen wir die Eigenschaften aus Definition 3.50 (Teilfaltung). Beginnen wir mit
der Untersuchung der Randstiicke. Diese kommen nur bei ¢ = n ins Spiel und sind geméf
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des Beweises von Lemma 3.62 eindeutig durch die Spaltungspartition festgelegt. Die Rénder
kommen genau an den Intervallgrenzen (aus Folgerung 3.63) zustande. Da nach Voraussetzung
jede Intervallgrenze von B auch eine von A ist, kommt jedes Randstiick von B auch in A vor.

Betrachten wir als néichstes die Ficher, also i = n — 1. Aufgrund der Transitivitéit der
Redukte (Lemma 3.15) ist die Reduktbedingung automatisch erfiillt. Betrachten wir also noch
die Uberschneidungsfreiheit. Angenommen, es gebe eine Uberschneidung beim Ubergang von
A zu B. Dann liegt diese komplett in einer der Aquivalenzklassen von B. Das Redukt der
entsprechenden zyklischen Reihung von F auf diese vier Elemente ist aber gleich dem Redukt
der zyklischen Reihung in B auf diese vier Elemente. Folglich lige auch eine Uberschneidung
von A in F vor, im Widerspruch zur Annahme. Daher gilt die Uberschneidungsfreiheit. [

Als Konsequenz dieses Satzes ergibt sich eine kanonische Moglichkeit zur Definition der
Entfaltung (sollte man dies wollen) — nédmlich das kleinste Element des meet—Halbverbandes.

Folgerung 3.68. Sei F ein n—Faltkomplex und sei x € K; (0 < i < n) gegeben. Dann gibt
es eine primitive Entfaltung A an [z], sodass fir jede primitive Entfaltung £ an [x] gilt, dass
A Teilfaltung von & ist.

Wir haben damit die Entfaltung von n—Faltkomplexen vollstéindig beschrieben. Falls wir
die primitive Entfaltung aus Folgerung 3.68 als eindeutige Entfaltung an einer Flidchenklasse
definieren, trennt jede Entfaltung einer Fliachenklasse alle Fléchen dieser Klassen voneinander.
Wenn wir uns die Entfaltung von Papierfaltungen vorstellen, sollte es aber méglich sein, die
Fldchenklasse durch Entfaltung nur in zwei kleinere Flichenklassen zu trennen. Wir werden
uns im néchsten Abschnitt mit einer alternativen Methode zur Definition einer ,eindeutigen
Entfaltung“ beschiftigen, die diese Eigenschaft abbildet.

3.5 Faltplane

Wir haben n-Faltkomplexe bislang analog zu n—Uberlagerungskomplexen studiert und die
Unterschiede zwischen diesen betont. Aus diesem Grund beruhten alle bisherigen Resulta-
te auf der mengentheoretischen Sprache aus Kapitel 2. Da wir aber iiber Reihenfolgen und
Oberflidchen sprechen konnen, stehen uns weitere Moglichkeiten zur Beschreibung von Fal-
tung und Entfaltung offen. Wir werden in diesem Abschnitt die Idee formalisieren, dass es
zur Beschreibung einer Faltung bzw. Entfaltung geniigen sollte, wenn man sagt, an welchen
Oberfléchen dies geschehen soll.

Mit dieser Beschreibung ist es moglich, unabhingig vom Faltzustand iiber Faltungen und
Entfaltungen zu sprechen. Wahrend wir bislang nur sagen konnten, dass bei einem spezifischen
n—Faltkomplex gewisse Faltungen oder Entfaltungen méglich sind, war ein Vergleich zwischen
den Faltungen verschiedener n—Faltkomplexe sehr schwierig. Die Beschreibung dieses Kapitels
erlaubt es, iiber Faltungen zu sprechen, die unabhéngig vom Faltzustand sind und nur vom
zugrunde liegenden Muster, also dem homogenen n—Komplex, abhéngen.

Der Abschnitt 3.5.1 beschiiftigt sich mit der Frage, inwieweit man verschiedene solche
Faltungen miteinander vertauschen kann. Im Abschnitt 3.5.2 befassen wir uns genauer mit
der Entfaltung und zeichnen eine spezielle Klasse von n—Faltkomplexen aus, fiir die Faltung
und Entfaltung einander riickgéingig machen.
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Wiéhrend wir bislang alle moglichen Faltungen aller méglichen Dimensionen beschrieben
haben, mochten wir uns jetzt auf eine einfachere Situation beschrinken: Das Zusammenfalten
von zwei Flidchen. Dafiir bendtigen wir zwei Informationen: Um welche Fléchen es sich handelt
und welche Oberflichen zusammengefaltet werden. Da der lokal simpliziale homogene n—
Komplex alle diese Informationen bereits enthélt, kénnen wir unabhéingig vom konkreten
Faltzustand iiber die selben Faltungen reden.

Definition 3.69 (Faltplan). Sei S = ((K;)o<i<n, <) ein lokal simplizialer homogener n—
Komplex. Fin Faltplan (fiir S) besteht aus:

e Einer Identifikation ¢ : S5y — S<g mit f,g € Ky
o Zwei Oberflichen (f,ef) und (g,e4) mit 5,64 € {£1}.
Wir notieren diesen Faltplan als (o, (f,e5) ¢ (g,€4)).

Bemerkung 3.70. In der Notation von Definition 3.69 ist die Reihenfolge der Oberflichen
irrelevant. Daher gilt (¢, (f,ef) < (9.€4)) = (¢, (9.€4) < (f,€5)).

Wir sind daran interessiert, wann man einen Faltplan auf einen n—Faltkomplex anwenden
kann (dies geht z. B. dann nicht, wenn die angegebenen Oberflichen keine Randstiicke sind).
Dazu starten wir mit einer informellen Beschreibung, wie wir uns die Ausfithrung der Faltung
vorstellen und iiberpriifen diese dann auf ihre Durchfiihrbarkeit.

1. Die Flédchen sollen zusammengefaltet werden, d.h. wir wechseln auf der Ebene der
Uberlagerungskomplexe von F zur Erweiterung F, (fiir diesen Schritt miissen wir die
Bedingung aus Satz 2.32 iiberpriifen).

2. Die beiden Oberfléchen (f,ef) und (g, e4) miissen vor der Faltung Randstiicke sein und
nach der Faltung nicht mehr. Die verbliebenen beiden Randstiicke von [f] und [g] bilden
die Randstiicke der neuen Fléchenklasse.

3. Beim Zusammenfalten werden [f] und [g] zu einer gemeinsamen Fléchenklasse zusam-
mengefiigt. Daher miissen die Fécher, die diese Flichenklassen enthalten, geeignet kom-
biniert werden.

Die Definitionen 3.31 und 3.41 beschreiben, wann primitive Faltungen der Grade n—1 und
n moglich sind. Wenn wir diese kombinieren, erhalten wir ein Kriterium fiir Faltplane.

Definition 3.71 (zulédssiger Faltplan). Sei F ein n—Faltkomplez und (o, (f,ef) < (9,€4))
ein Faltplan. Der Faltplan heifit zuldssig (fir F), falls gilt:

1. F, ist ein n—Uberlagerungskomplezx.
2. (f.er) € [f] x {£1} und (g,&4) € [g] x {£1} sind Randstiicke von F.

3. Die Randstiicke (f,ef) und (g,€q4) sind beziiglich jedes Fdichers, in dem sie beide vor-
kommen, komplementdr.
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4. Fiir alle k,l € K,y mit k < f und | < g, sowie k ~, [ ist die Féichersumme von l/[],;]
und V[]lj- an (f,e¢) und (g,e4) wohldefiniert.

Unter diesen Voraussetzungen lésst sich mit einem Faltplan ein n—Proto—Faltkomplex fal-
ten. Da wir in Abschnitt 3.2 eingesehen hatten, dass es sehr schwer ist, Facherkompatibilitét
zu garantieren, konnen wir nicht darauf hoffen, im Allgemeinen mehr als einen n—Proto—
Faltkomplex zu erhalten.

Definition 3.72 (Anwenden eines Faltplans). Sei F ein n—Proto—Faltkomplex und P :=
(o, (frer) < (g9,€q)) ein zuldssiger Faltplan. Dann ist F, zusammen mit den folgenden Set-
zungen ein n—Proto—Faltkomplex.

o Firh e K, mith £, f gilt 0[]}} = 8[/;]. (Die Randstiicke aller Flichenklassen, die nicht

direkt an der Faltung beteiligt sind, bleiben gleich.)

o FEs gilt OJ;T = 8[?] W 6[];}\{(]‘, €f),(9,€4)}. (Die Randstiicke der zusammengefalteten
Flc'ichenk}asse sind genau die beiden vorherigen Randstiicke, die nicht zusammengefaltet
wurden. )

o Firk € K,—1 mit einer der folgenden Eigenschaften

— [k] < [f] und [k] < [g]
— [k] A [f] und [k] £ [g]
gilt I/[J:kf = V[]k:]. (Alle an der Faltung unbeteiligten Ficher bleiben gleich.)

o Firk,l € Kn_1 mit [k] < [f] und [l] < [g], sowie k o& 1 und k ~ 1, ist V[}k—f als die
Fichersumme (vgl. Definition 3.39) von V[];} und V[]l-]— an (f,ef) und (g,e4) definiert.
(Beteiligte Ficher werden kombiniert.)

Dieser n—Proto—Faltkomplex heifit Anwendung von P auf F, geschrieben P(F).

Wohldefiniertheit. Die Wohldefiniertheit dieser Konstruktion folgt daraus, dass wir hier nur
primitive Faltungen von Grad n—1 (Definition 3.41) und Grad n (Definition 3.31) kombiniert
haben. O

Wir haben damit nachgewiesen, dass Faltpline ein Konzept von Faltung definieren. Als
néichstes wollen wir nachweisen, dass dieses Konzept kommutativ ist. Im Anschluss danach
beschéftigen wir uns mit der Frage, wie man mit Faltpldnen entfalten kann. Es wird sich
zeigen, dass die Definition der Entfaltung komplizierter als die Konstruktion des Zusammen-
faltens ist.

3.5.1 Kommutativitat

Nachdem wir im letzten Abschnitt Faltpldne als neues Faltungskonzept eingefiihrt haben,
untersuchen wir jetzt die strukturellen Eigenschaften dieses Konzepts. Dazu iibertragen wir
Lemma 2.44, wo die Kommutativitit von Erweiterungen nachgewiesen wird, auf Faltpline.
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Falls der Leser nicht am allgemeinen Fall dieser Aussage interessiert ist, endet Abschnitt 3.5.2
mit einem einfacheren Beweis dieses Lemmas (der Folgerung 3.85). Im Ausgleich dafiir trifft
diese Folgerung nur fiir spezielle Faltkomplexe zu.

Lemma 3.73. Seien F ein n—Proto—Faltkompler und P,Q Faltpline, sodass die doppelte
Anwendung P(Q(F)) ewistiert. Dann existiert auch die doppelte Anwendung Q(P(F)) und
es gilt die Gleichheit P(Q(F)) = Q(P(F)).

Beweis. Seien P = (¢, (e,c.) ¢ (f,ef)) und Q = (¢, (g,¢4) <> (h, 1)) gegeben.

Wir werden die Bedingungen aus Definition 3.71 zur Zuldssigkeit von Faltplédnen einzeln
durchgehen und nachweisen, dass sie fiir die Anwendung von P auf F und fiir die Anwendung
von @ auf P(F) zutreffen. Dabei werden fiir die zweite Situation davon ausgehen, dass P(F)
existiert. Sofern wir nachweisen kénnen, dass P(F) in der ersten Situation existiert, ist diese
Annahme gerechtfertigt.

Zuerst betrachten wir die n-Proto-Faltkomplexe als n—Uberlagerungskomplexe und weisen
nach, dass die Erweiterungen F, und P(F)y = (Fy),, existieren (Bedingung 1).

Da (]ip)¢ nach Voraussetzung ein n—Uberlagerungskomplex ist, konnen wir geméfl Lemma
2.44 die Erweiterungen vertauschen, sodass auch (F,) , €in n—Uberlagerungskomplex ist.
Da das Weglassen von Erweiterungen ebenfalls aufgrund von Lemma 2.44 gerechtfertigt ist,

handelt es sich auch bei F, um einen n—Uberlagerungskomplex.

Als nichstes miissen wir nachweisen, dass die Oberflichen der Faltpline Randstiicke sind
(Bedingung 2). Wir miissen also zeigen, dass (e,c.) und (f, ;) Randstiicke von F sind, aber
auch, dass (g,&,4) und (h,ep,) Randstiicke von P(F) sind.

Da P zuldssig fiir Q(F) ist, sind die Oberflichen (e,c.) und (f,c;) Randstiicke von Q(F.
AuBerdem sind die Oberflachen (g, e4) und (h, ep,) keine Randstiicke in Q(F), aber in F. Folg-
lich sind die Oberfléchen (e,c.), (f.cf),(9,€4), (h,ep) paarweise verschieden. Damit miissen
(e,ec) und (f,e7) Randstiicke von F sein, weil Randstiicke, die nicht gefaltet wurden, ih-
ren Status als Randstiicke nicht verlieren. Aus dem selben Grund sind (g,e4) und (h,ep)
Randstiicke in P(F), falls diese Anwendung existiert.

Die néchste Bedingung verlangt den Nachweis, dass die Randstiicke der Faltpldnen in allen
Féchern komplementér sind, in denen sie gemeinsam vorkommen (Bedingung 3).

Wir betrachten zunéchst (e,e.) und (f,e¢). Sei k € K,—1 mit e, f € Corr(lk]r). Fir
jede simpliziale Orientierung a von Fgj ist u[],;}([a] 7) das Redukt von y[%(]:)([a]Q(]:)) auf
Corr([k]F). Da P zuldssig fir Q(F) ist, sind (e,e.) und (f,e;) komplementér beziiglich
V[C,i](f), folglich auch beziiglich y[]:k].

Wenden wir uns als néchstes (g,e4) und (h,ej) fir die Anwendung von @ auf P(F) zu.
Sei k € Kp—1 mit g, h € Corp(r)([k] p(F)) gegeben. Falls g und h bereits beziiglich F in einer
Corona liegen, miissen sie dort bereits komplementér sein, da ansonsten () nicht zuléssig fiir
F gewesen wire. Da die Fachersumme im Schritt von F zu P(F) diese Komplementaritit
nicht beriihrt, bleiben sie beziiglich I/[IZ(}—) komplementéar.

Falls ¢ und h beziiglich F in verschiedenen Coronae liegen, gibt es ki, ks € K,_1 mit
[k] () = [k1]F7 @ [k2] 7 (dass [k] p(z) nur in hichstens zwei Aquivalenzklassen zerfallen kann,
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folgt aus der Definition 2.23 von Erweiterungen). Zudem ist V[II:](]:) die Féachersumme von
u[]k:l] und V[“Zz] an (e,z.) und (f, 7). Da die Anwendung von @ diese beiden Aquivalenzklassen
ebenfalls vereinigt, miissen (g,¢,) und (h, €5) in den Féchern 1/[]];] und V[],;] vorkommen. Ohne
Einschrankung liegen also (e, s.) und (g,¢4) in V[le], sowie (f,ef) und (h,ep) in 1/[“:2].

Bei der Berechnung von Q(F) wurden diese Fécher an (g,¢,) und (h, ;) summiert. Danach
lagen (e,e.) und (f,cy) komplementédr (sonst wére P nicht zuléssig fiir Q(F) gewesen). Eine
Priifung der Konfluenzdefinition 3.35 ergibt, dass dies nur dann moglich ist, wenn (e, s.)

und (g,&4), sowie (f,e7) und (h,ep) komplementér beziiglich 1/[],;] bzw. 1/[],;2} waren. Damit

sind auch (g,e4) und (h,¢ep) komplementar beziiglich I/[IZ](F). Damit haben wir Bedingung 3

nachgewiesen.

Zuletzt miissen wir nachweisen, dass die notwendigen Fachersummen existieren (Bedingung
4). Aus der Definition 3.39 der Fachersumme geht hervor, dass wir eine involvierte Orien-
tierungsbedingung iiberpriifen miissen. Diese hidngt aber bei genauerer Betrachtung nur von
der Wahl der simplizialen Oberfléche ab. Da die Randstiick-Paare in P(Q(F)) komplementér
sind, ist die Orientierungsbedingung fiir die simpliziale Oberfliche von F erfiillt. Demnach
ist sie auch erfiillt, wenn wir die Faltpléne in umgekehrter Reihenfolge anwenden.

Wir haben also gezeigt, dass P(F) existiert. Da wir unter dieser Annahme die Existenz
von Q(P(F)) nachgewiesen haben, existiert auch Q(P(F)). Wir miissen nur noch nachweisen,
dass diese beiden n—Proto—Faltkomplexe identisch sind.

Gemif Lemma 2.44 sind sie als n—Uberlagerungskomplexe gleich. Auch ihre Randstiicke
sind identisch, da diese sich bei beiden durch die Vereinigung der selben Randstiickemengen
ergeben, aus denen (e, c.), (f,£¢),(g,2q), (h,ep) entfernt wurden.

Wir miissen also noch die Gleichheit der Fécher nachweisen. Mit einer geeigneten Wahl der
simplizialen Orientierungen ldsst sich dies auf die Assoziativitit der Konfluenz zuriickfithren,
die wir in Lemma 3.38 nachgewiesen haben. O

Da dieses Lemma die Kommutativitdt von zwei Faltpldnen garantiert, kommt die Frage
auf, ob aus der Existenz von P(Q(F)) bereits die Existenz von Q(F) folgt. Dazu benutzen
wir eine interessante Konsequenz aus der Definition der Teilfaltung:

Folgerung 3.74. Sei F ein n—Proto—Fualtkomplex und G ein n—Faltkomplez, sodass F eine
Teilfaltung von G ist. Dann ist auch F ein n—Faltkomplex.

Beweis. Aufgrund von Lemma 3.15 und Bemerkung 3.16 erhilt die Reduktbildung (mit der
wir die Facher von F aus denen von G erhalten) die Kompatibilitéitsbedingung aus der Defi-
nition 3.18 der Féacherkompatibilitdt. Folglich ist F ein n—Faltkomplex, sobald G einer ist. [

Aus Lemma 3.73 und Folgerung 3.74 erhalten wir die folgende Aussage:

Folgerung 3.75. Sei F ein n—Proto—Faltkomplex und P, Q) Faltpline, sodass P(Q(F)) exis-
tiert und ein n—Faltkomplex ist. Dann sind F, P(F) und Q(F) ebenfalls n—Faltkomplexe.
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3.5.2 Entfaltung

Bis zu diesem Punkt haben wir Faltpline zur Faltung benutzt. Jetzt wenden wir uns der
Entfaltung zu. Dabei lassen wir uns von der Idee leiten, dass es eine eindeutige Entfaltung
geben sollte, wenn man zwei aneinanderliegende Oberfléichen trennt. Es sollte auch der Fall
sein, dass Faltung und Entfaltung am selben Faltplan sich gegenseitig invertieren.

Um eine eindeutige Entfaltung zu definieren, miissen wir iiberlegen, wie diese aussehen soll.
Wir hatten in Folgerung 3.68 zwar festgehalten, dass es eine maximale primitive Entfaltung
gibt, aber die maximale primitive Entfaltung einer Flachenklasse wiirde jede Flache als eigene
Aquivalenzklasse auffassen. Wenn wir an einem Faltplan entfalten, wollen wir nur zwei Ober-
flichen voneinander trennen, daher sollte die Flichenklasse nur in zwei Aquivalenzklassen
aufspalten.

Wir miissen also das Uneindeutigkeitsproblem des Entfaltens auf eine andere Art losen. Da
wir vornehmlich an Flachenfaltungen interessiert sind, sollen die Flachenklassen moglichst we-
nig modifiziert werden. Die Kanten und Punkten sollen eigentlich in den Hintergrund treten,
weswegen wir deren Aquivalenzklassen so weit wie maglich aufspalten diirfen. Faltkomplexe,
die — aufler an den Flachen — maximal entfaltet sind, nennen wir stabil.

Definition 3.76 (stabiler Faltkomplex). Sei F ein n—Faltkomplex. Wir nennen F stabil,
falls keine primitiven Entfaltungen von Grad k (mit k < n) maglich sind.

Wir wollen die grundlegende Idee an einem Beispiel illustrieren.

Beispiel 3.77. Betrachten wir den folgenden lokal simplizialen 1-Uberlagerungskomplez's:

]Co = {1, 2, 3}
K1 = {{1,2},{2,3}} 1 2 3

mit <:=€ und ~ spdter festgelegt wird.

Falls {1,2} ~ {2,3}, also auch 1 ~ 3 gilt, dann ist dieser Komplex stabil (eine Entfaltung
von Grad 0 ist nicht maglich, solange die Kanten dquivalent sind). Falls aber nur 1 ~ 3 gilt
(und {1,2} # {2,3}), dann ist der Komplex nicht stabil. Dann ist ndmlich eine primitive
Entfaltung an der Punktklasse {1,3} gemdfl Lemma 3.61 mdglich.

Unser Ziel ist es, die Entfaltung an einem Faltplan wie folgt zu konstruieren:

1. Wir trennen zuerst die im Faltplan angegebenen Oberflichen, d.h. wir fithren zuerst
die primitive Entfaltung der Flichenklasse durch.

2. Dann trennen wir alle Punkt- und Kantenklassen, die nicht durch Fldchen zusammen-
gehalten werden. Formal wollen wir zu einem stabilen n—Faltkomplex {ibergehen.

Damit diese Konstruktion funktioniert, miissen wir nachweisen, dass ein solcher eindeutiger
stabiler n—Faltkomplex stets existiert.

3Das grundlegende Prinzip ist schon bei Uberlagerungskomplexen vorhanden. Die Betrachtung von Faltkom-
plexen macht alles ein wenig aufwendiger, &ndert dieses Prinzip aber nicht.

96



Lemma 3.78. Sei F ein n—Faltkomplexr. Dann gibt es genau einen stabilen n—Faltkomplex
E, der Teilfaltung von F ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Seien D und £ zwei stabile n—Faltkomplexe, die
Teilfaltungen von F sind. Wihle ein € K; mit 0 < ¢ < n maximal, sodass die Aufspaltung
von [z] in ~P— und ~¢-Klassen verschieden ist.

Betrachten wir zunéchst den Fall ¢ < n—1. In diesem Fall sind alle méglichen Entfaltungen
von [z] geméf Folgerung 3.58 und Satz 2.49 durch die Bindungsrelation festgelegt. Da wir i
maximal gewihlt haben, sind die Bindungsrelationen von D und £ auf [z] identisch. Da D
und & stabil sind, sind ihre Aufspaltungen von [z] maximal nach Folgerung 3.68. Aus der
selben Folgerung schlieflen wir, dass die maximale Aufspaltung eindeutig ist, weswegen die
Aufspaltungen beziiglich D und £ identisch sind.

Im Fall ¢ = n — 1 werden primitive Entfaltungen zusétzlich dadurch eingeschréankt, dass
die induzierte Fécherpartition iiberschneidungsfrei beziiglich der urspriinglichen zyklischen
Reihungen ist (vgl Lemma 3.61). Da die induzierte Fécherpartition eindeutig durch die Spal-
tungspartition festgelegt ist, geniigt aber auch hier eine Betrachtung der Spaltungspartitio-
nen. Daher fiihrt die obige Argumentation auch hier zum Ziel.

Als né#chstes zeigen wir die Existenz. Dazu verwenden wir das Beweisprinzip aus dem
Eindeutigkeitsbeweis, um eine explizite Konstruktion anzugeben. Wir geben ein Verfahren an,
die verschiedenen Klassen so abzulaufen, dass wir jede Klasse maximal aufspalten kénnen (im
Sinne von Folgerung 3.68) und keine Klasse am Ende des Prozesses noch weiter aufgespalten
werden kann.

Wir betrachten ein x € K; (mit 0 < i < n maximal), sodass es eine nicht—triviale Spal-
tungspartition von [z] gibt (die gem&fl Lemma 3.61 oder Folgerung 3.58 charakterisiert ist).
Nach Folgerung 3.68 gibt es eine primitive Entfaltung &£, bei dem an keinem Element der
Spaltungspartition eine primitive Entfaltung moglich ist. Da diese Aufspaltung iiber die Bin-
dungsrelation nur Einfluss auf Klassen [y] € K£;/ ~ mit j < ¢ hat, sind die primitiven Entfal-
tungen an allen [z] € K;/ ~ voneinander unabhéngig. Daher kénnen wir den n—Faltkomplex
bilden, bei dem alle diese primitiven Entfaltungen ausgefiihrt wurden und dieser ist noch im-
mer eine Teilfaltung von F. Da alle Klassen hoherer Dimension bereits maximal aufgespalten
wurden, dndert sich die maximale Spaltung in den nachfolgenden Aufspaltungen nicht. Da
die Dimension des n—Faltkomplexes endlich ist, terminiert dieser Prozess. O

Damit ist gezeigt, dass wir mit dem Konzept stabiler n—Faltkomplexe eine eindeutige Ent-
faltung auf Basis eines Faltplans definieren kénnen.

Definition 3.79 (zuldssiger Entfaltplan). Sei F ein n—Faltkomplex und P := (¢, (f,ef) <>
(9,€4)) ein Faltplan. Wir nennen P eine zuldssige Entfaltung von F, falls gilt:

1. Fiir alle x X f gilt © ~ p(x). (Die Flichen sind zusammengefaltet)

2. Die Oberflichen (f,ef) und (g,e4) sind komplementir und keine Randsticke. (Die
Oberflichen liegen in der Faltung aufeinander.)

Den stabilen n—Faltkomplex, den man durch Entfalten von (f,er) und (g,e4) erhdlt (im Sinne
von Lemma 3.78), bezeichnen wir mit P~1(F).
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Definition 3.80 (Anwenden eines Entfaltplans). Sei F ein n—Proto-Faltkomplex und P :=
(o, (fref) < (g,4)) ein zulissiger Entfaltplan. Im Sinne von Folgerung 3.63 haben wir eine
primitive Entfaltung zwischen f und g. Dann bezeichnen wir den eindeutigen stabilen n—
Proto-Faltkomplex zu dieser Entfaltung mit P~*(F), genannt die Anwendung von P!
auf F.

Wohldefiniertheit. Wir miissen iiberpriifen, ob wir Folgerung 3.63 anwenden kénnen. Wir
wollen die Aquivalenzklasse [f] so in My W My aufspalten, dass f € M; und g € Mo liegt
(dabei wird g ~ f dadurch garantiert, dass P ein zuléssiger Entfaltplan von F ist). Beziiglich
einer beliebigen zyklischen Reihung an einer der Kantenklassen lassen sich die Elemente der
Fléchenklasse (bis auf Invertieren) linear ordnen, wie Lemma 3.26 zeigt:

a<- < f<g<---<b

Dabei sind f und g benachbart, da ihre Oberflichen nach Voraussetzung (Bedingung 2 in
der Definition 3.79 der Zulissigkeit) komplementér sind. Dann liefert M; := {a,..., f} und
My :={g,...,b} gemif Folgerung 3.63 eine giiltige Spaltungspartition.

Diese primitive Entfaltung liefert einen n—Proto—Faltkomplex £. Nach Lemma 3.78 gibt es
einen eindeutigen stabilen n—Faltkomplex, der Teilfaltung von £ ist. Damit sind wir legiti-
miert, diesen mit P~1(F) zu bezeichnen. O

Damit haben wir nachgewiesen, dass es eine eindeutige Entfaltung an Faltplinen gibt.
Ebenso wie bei der Faltung an Faltpldnen weisen wir jetzt nach, dass auch die Entfaltungen
miteinander vertauschen.

Lemma 3.81. Sei F ein n—Proto-Faltkomplex und P,Q Faltpline, sodass P~ (Q~1(F))
existiert. Dann ist auch Q= (P~ (F)) wohldefiniert und P~Y(Q~1(F)) = Q=Y (P~1(F)).

Beweis. Seien P = (¢, (a,e,) <> (b,ep)) und Q = (¢, (¢, ec) <> (d,eq)).
Wir zeigen, dass P im Sinne von Definition 3.79 eine zuléssige Entfaltung fiir F ist.

1. Daz ~@'(M o(z) fiir alle z < a gilt und Q~!(F) Teilfaltung von F ist, folgt auch

x ~% p(z) fiir alle z X a.

2. Da (a,s,) und (b, ;) in Q~*(F) komplementir und keine Randstiicke sind, sind sie es
in F auch nicht (da a ~ b gilt).

Als nichstes miissen wir nachweisen, dass @ eine zulissige Entfaltung fiir P~ (F) ist.

1. Da P~1(Q~1(F)) existiert, folgt {a,b} # {c,d}, insbesondere trennt P~ die Aquivalenz
¢ ~ d nicht auf. Aufgrund der Abwértskompatibilitét ist damit x ~ ¢ (z) fir alle z < ¢
erfiillt.

2. Dain P~ (F) noch immer ¢ ~ d gilt, sind (¢, e.) und (d,e4) noch immer komplementér
(die Facher haben sich lokal nicht verédndert). Da {(a,e,), (b,e;)} und {(c,e.), (d,cq)}
disjunkt sind (sonst kénnte P~'(Q~!(F)) nicht existieren), sind (¢, e.) und (d, ¢4) auch
keine Randstiicke.
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Zuletzt miissen wir die Gleichheit zeigen. Da in beiden Fillen die gleichen primitiven Spal-
tungen von K,/ ~ vorgenommen wurden, folgt die Gleichheit aus der Eindeutigkeit in Lemma
3.78. 0

Wenn das Konzept der Faltpléne sinnvoll definiert ist, dann erwarten wir, dass sich Faltung
und Entfaltung gegenseitig aufheben. Aufgrund der asymmetrischen Situation (bei Entfal-
tungen erhalten wir immer stabile n—Faltkomplexe) gilt dies nicht allgemein. Wenn wir unser
Interesse aber ausschliefflich auf Faltungen von Flichen eingeschrinkt haben, ist es durch-
aus plausibel, nur stabile n—Faltkomplexe zu betrachten. So eingeschrankt erfiillt sich unsere
Erwartung.

Lemma 3.82. Sei F ein stabiler n—Faltkomplex und P sei ein Faltplan. Falls P(F) existiert,
dann auch P~1(P(F)) und es gilt P~Y(P(F)) = F.

Beweis. Nach Konstruktion von P(F) (Definition 3.72) ist P eine zuldssige Entfaltung von
P(F).

Der einzige Unterschied zwischen F und P(F) in Bezug auf ihre K,,—Klassen ist die Anwen-
dung des Faltplans. Die beiden IC,,—Klassen, die in der Faltung vereinigt wurde, werden in der
Entfaltung wieder getrennt. Da es zu diesen K,,—Klassen genau einen stabilen n—Faltkomplex
gibt und F schon stabil ist, folgt die geforderte Gleichheit. O

Der Beweis dieses Lemmas war sehr einfach. Das liegt daran, dass wir Enfaltungen indirekt
definiert haben und daher auf eine Eindeutigkeitsaussage zuriickgreifen kénnen (Lemma 3.78
garantiert uns einen eindeutigen stabilen n—Faltkomplex). Die umgekehrte Richtung — eine
Entfaltung riickgéngig zu machen — wird daher komplizierter (da wir nicht genau wissen,
wie P~1(F) aussieht). An dieser Stelle ist es also notwendig, dass wir uns genauer damit
beschéftigen, welches Resultat die Konstruktion des stabilen n—Faltkomplexes in Lemma
3.78 liefert.

Lemma 3.83. Sei F ein stabiler n—Faltkomplex und P sei ein Faltplan. Falls P~'(F) exis-
tiert, dann auch P(P~Y(F)) und es gilt P(P~Y(F)) = F.

Beweis. Sei P = (¢, (f,e¢) <+ (9,€4)) der Faltplan. Wir zeigen, dass P eine zuléssige Faltung
fiir P~1(F) ist (mit den Kriterien aus Definition 3.71).

1. Wir miissen zeigen, dass die Erweiterung von P~!(F) um ¢ wohldefiniert ist. Da
P~L(F) eine Teilfaltung von F ist und die formale Erweiterung von ~ (%) um ¢
in ~7 enthalten ist, erfiillt diese Erweiterung die Irreduzibilitiitsbedingung. Folglich ist
die Erweiterung von P~!(F) um ¢ wohldefiniert.

2. Wir miissen nachweisen, dass (f,ef) und (g,e,) Randstiicke in P~!(F) sind. Dies ist
durch die Konstruktion der Entfaltung bereits erfiillt.

3. Um nachzuweisen, dass diese Randstiicke in jedem F&cher komplementér sind, in dem
sie gemeinsam vorkommen, verwenden wir, dass diese Randstiicke nach der primitiven
Entfaltung von F an (f,e¢) und (g, 4) komplementér sind. Da P~ (F) eine Teilfaltung
dieser primitiven Entfaltung ist, sind die zyklischen Reihungen von P~!(F) Redukte
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von denen der primitiven Entfaltung. Damit kommen f und g entweder nicht im selben
Fécher vor oder die Randstiicke bleiben komplementér.

4. Zuletzt miissen wir zeigen, dass die Féachersummen an den korrespondierenden Kanten
wohldefiniert sind. Da die primitive Entfaltung vom Grad n die Fécher nicht verédndert,
werden die Ficher nur durch die Anwendung von Lemma 3.78 gespalten. Da es sich
bei den Spaltungen der Kantenklassen um primitive Entfaltungen handelte, sind sie
insbesondere {iberschneidungsfrei beziiglich der zyklischen Reihungen von F. Daher
lassen sich diese Aufspaltungen durch Féachersumme riickgdngig machen. Damit sind
die Fachersummen wohldefiniert.

Jetzt ist noch die Gleichheit nachzuweisen. Dazu priifen wir die Aquivalenzklassen, Rand-
stiicke und Fécher auf Gleichheit.

Auf K, ist die Anwendung von P~! fiquivalent zu einer primitiven Entfaltung in genau
zwei Mengen. Der Wechsel zu einem stabilen n—Faltkomplex &ndert die Klassen von KC,, nicht.
Folglich macht die Anwendung von P diese Trennung riickgidngig. Da durch die Anwendung
von P~! genau die Randstiicke hinzukommen, die durch Anwendung von P wieder entfernt
werden, sind auch die Randstiicke gleich.

Fiir die anderen Dimensionen zeigen wir zunichst, dass beim Anwenden von P~! jede
Aquivalenzklasse in hochstens zwei Klassen gespalten wird. Da die Zerlegung der Fiicher
gemifl Lemma 3.61 durch die Spaltungspartition festgelegt ist, geniigt es, zum Beweis dieser
Aussage nur die Bindungsrelation zu betrachten.

Sei also € K; mit j < n und [z] < [f] (bei allen anderen Aquivalenzklassen #ndert sich
die Bindungsrelation nicht). Beziiglich der Spaltungspartition [f] = M; W My definieren wir
die Mengen

Ni:={yez]|3he M;:y<h}, i€ {1,2}.

Klar: [z] = N1UNa. Nach Konstruktion ist jedes N; in einer Bindungsklasse von [z] enthalten,
daher zerfillt [z] maximal in diese beiden Mengen (es zerféllt nicht, falls die Bindungsklasse
ganz [z] ist). Damit ist die Behauptung gezeigt, da bei der Konstruktion in Lemma 3.78 jede
Aquivalenzklasse nur einmal betrachtet werden muss.

Um nachzuweisen, dass diese Zerlegung durch die Anwendung von P wieder riickgingig
gemacht wird, geniigt es anzumerken, dass die jeweils zu identifizierenden Elemente nach
Konstruktion der N; in verschiedenen N; liegen miissen (da f und g in verschiedenen M;
liegen). Damit werden die Aquivalenzklassen bei der Faltung wieder vereinigt. Da keine wei-
teren Vereinigungen vorkommen, sind damit die Aquivalenzklassen von F und P(P~!(F))
identisch.

In Bezug auf die Facher ist zu sagen: In F sind (f,ef) und (g,e4) komplementér. Da die
Féchersumme der relevanten Fiacher an genau diesen Randstiicken erfolgt, gilt also auch hier
Gleichheit. O

Wir haben also gezeigt, dass die Anwendungen von P und P~! auf stabilen n—Faltkomple-
xen zueinander invers sind. Damit handelt es sich um eine geeignete Struktur zur Modellierung
von Faltungen an spezifischen Oberflichen. Da der Bedingung der Stabilitdt hier sehr zentral
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ist, miissen wir natiirlich garantieren, dass diese Bedingung durch Faltung nicht verloren
geht. Dass die Anwendung von P! zu einem stabilen n-Faltkomplex fiihrt, folgt direkt aus
deren Definition. Dies ist bei der Anwendung von P, also beim Falten des Komplexes, nicht
unbedingt klar. Wir miissen also noch nachweisen, dass die Anwendung von P auf einen
stabilen n—Faltkomplex wieder einen solchen liefert.

Lemma 3.84. Sei F ein stabiler n—Faltkomplex und P ein zuldssiger Faltplan fir F. Dann
ist P(F) auch stabil.

Beweis. Angenommen, P(F) wére nicht stabil. Dann gébe es eine primitive Entfaltung von
P(F), die einen Grad kleiner als n hat. Wir unterscheiden zwei Félle, da beim Grad n — 1
zusétzliche Komplikationen auftreten.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die primitive Entfaltung einen Grad kleiner als
n — 1 hat. Dann spaltet sie eine Aquivalenzklasse [z]_po) € Ki/ ~PV) mit i < n — 1.
Nach Konstruktion der Faltung an P (bei einer Erweiterung werden die Aquivalenzklassen
hochstens paarweise identifiziert, wie wir in Definition 2.23 festgehalten haben) ist [x]_r)
die Vereinigung von hochstens zwei ~—Aquivalenzklassen [z1]~ und [x2]~.

Da F stabil ist, sind die Bindungsklassen dieser beiden Aquivalenzklassen identisch zu
den Klassen selbst. Andernfalls wiirde uns die Charakterisierung primitiver Entfaltungen aus
Bemerkung 3.58 eine primitive Entfaltung von F liefern. Da die Vereinigung von Aquiva-
lenzklassen die Bindungsklassen nicht verkleinert, gibt es in [x]_prr) entweder eine oder zwei
Bindungsklassen. Der einzige Grund fiir die Vereinigung von [z1]~ und [z2]~ ist aber, dass
zwei Elemente — je eines aus jeder Klasse — durch das Zusammenfiigen von zwei Elementen
in IC,, gebunden sind. Folglich kann es nur eine Bindungsklasse geben, also keine primitiven
Entfaltungen von Grad kleiner als n — 1.

Betrachten wir den Fall, dass die primitive Entfaltungen den Grad n — 1 hat. Hier kann
es Partitionen geben, die mit der Bindungsrelation vertréglich sind, aber keine Spaltungs-
partitionen sind (aufgrund der zusétzliche Bedingung in der Charakterisierung primitiver
Entfaltungen aus Lemma 3.61). Untersuchen wir die Situation, dass die Bindungsklasse von
[£1]~ nicht gleich der gesamten Klasse ist, genauer. Da F stabil ist, kann eine Zerlegung,
die die Bindungsklassen respektiert, keine primitive Entfaltung liefern. Daher ist die indu-
zierte Fécherpartition dieser Zerlegung nicht iiberschneidungsfrei beziiglich einer zyklischen
Reihung von F. Da die Anwendung von P auf F die Redukte auf die Corona Corz([x1]~)
nicht veréndert, bleibt diese Uberschneidung bestehen. Folglich gibt es keine Spaltungsparti-
tion von [z]| _r(r), in der unterschiedliche Bindungsklassen von [z1]. in verschiedenen Mengen
liegen. Da dieses Argument auch fiir die Bindungsklassen von [z3]~ gilt, kénnen wir wie im
ersten Fall argumentieren, dass die Spaltung [z1]~ W [x2]~ nicht moglich ist.

Da wir gezeigt haben, dass es keine primitiven Entfaltungen eines Grades kleiner als n
geben kann, ist P(F) stabil. O

Wir haben jetzt insgesamt nachgewiesen, dass wir uns zur Untersuchung von Papierfaltun-
gen (wo wir nur Fléchen aufeinanderfalten) allein auf stabile n—Faltkomplexe und Faltpliane
beziehen konnen. Diese sind also ein addquates Modell zur Beschreibung dieser Faltungen.
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Um zu demonstrieren, wie stark die Erleichterungen dieses Modells sind, beweisen wir die
Kommutativitit von Faltpldanen, die wir in Lemma 3.73 miihevoll gezeigt haben, erneut. Dabei
schrinken wir uns auf stabile n—Faltkomplexe ein. Wir werden den Beweis auf die Kommuta-
tivitdt von Entfaltungen aus Lemma 3.81 zuriickfithren. Dieser ist deutlich einfacher als die
korrespondierende Aussage fiir Faltungen, da die Eindeutigkeit eines stabilen n—Komplexes
die Argumentation stark vereinfacht. Man sollte sich aber nicht davon tduschen lassen — wir
haben den Hauptteil der Arbeit in den Beweisen der Lemmata 3.82 und 3.83 geleistet, in
denen wir nachgewiesen haben, dass sich Faltung und Entfaltung von Faltpldnen gegenseitig
aufheben.

Folgerung 3.85. Sei F ein stabiler n—Faltkomplex und P,Q Faltpline, sodass P(Q(F))
ezistiert. Dann existiert auch Q(P(F)) und es gilt P(Q(F)) = Q(P(F)).

Beweis. Sei G := P(Q(F)). Es gelten folgende Aquivalenzen (wobei man Falt- und Entfalt-
plane gemif der Lemmata 3.82 und 3.83 anwenden darf):

PQWF)=¢
< Q(F) =P~1(9)
& F=Q'(PH(9) =P (Q7(9)
& P(F)=Q7(9)
& QP(F)) =g

Die Vertauschung der Entfaltungen im mittleren Schritt ist dabei durch die Kommutativitéat
von Entfaltungen aus Lemma 3.81 gewéhrleistet. O
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4 Die Einbettungsfrage

Wir haben in dieser Arbeit den Ansatz gewihlt, Faltungen unabhéngig von ihrer Position im
R3 zu beschreiben. Dazu haben wir in den Kapiteln 2 und 3 ein Modell aufgestellt, das viele
Eigenschaften von Faltungen dadurch beschreibt, dass es die Umlédufe der Flidchen um jede
Kante speichert. In diesem Abschnitt méchten wir die Uberlegungen zu Einbettungen von n—
Uberlagerungskomplexen aus Abschnitt 2.5 auf das vollstindige Modell erweitern. Zunéchst
miissen wir den Begriff der Einbettung fiir n—Faltkomplexe formulieren.

Dazu miissen wir die Ficher geeignet reprisentieren (keine Eigenschaft der Randstiicke ist
in einer Einbettung sichtbar). Hier ergeben sich zwei Unterprobleme: Wir miissen die Reihen-
folge von dquivalenten Flidchen und die Reihenfolge von nicht—&quivalenten Flichen korrekt
darstellen kénnen. Wir beschreiben zuerst die Reihenfolge der nicht—#dquivalenten Fléchen
und zeigen im Anschluss, dass die Reihenfolge der dquivalenten Fliachen keine weiteren Re-
striktionen liefert.

Wir betrachten die Situation zuerst in zwei Dimensionen, bevor wir sie auf drei (und
damit fast unmittelbar auch hohere) Dimensionen erweitern. Dazu betrachten wir exempla-
risch einen Fécher v, eines 1-Faltkomplexes (wir nehmen an, dass alle Aquivalenzklassen
einelementig sind und sparen uns damit die Erinnerung an die Existenz dieser Klassen). Wir
separieren die beiden Unterprobleme und nehmen zunéchst an, dass alle Kanten, die an den
Punkt p angrenzen, paarweise nicht dquivalent sind.

Die einzige simpliziale Orientierung von p ist das 1-Tupel (p), die zyklische Reihung v,(p)
sei (a1, ...,an). Graphisch liegt die folgende Situation (fiir den Fall m = 4) vor:

a2

a4
as

Eine naive Beschreibung der Reihenfolge in der Einbettung wird durch Polarkoordinaten
(mit Radius r und Winkel ¢) geliefert. Dabei legen wir den Winkel ¢; des Punktes a; auf
0 fest (wie in obiger Graphik dargestellt). Damit liegen die Punktklassen aq, ..., a,, auf den
Winkeln ¢1,. .., ¢ (wobei wir jeweils den Vertreter aus [0, 27) wéhlen). Die Punktklassen
liegen genau dann in der richtigen Reihenfolge, wenn ¢ < @9 < -+ < (o, gilt.

Waihrend diese Methode sehr anschaulich ist, ist ihre praktische Umsetzung sehr umstéand-
lich. Fiir jeden Facher muss ein eigenes Koordinatensystem definiert werden und im Dreidi-
mensionalen miissen die Punktklassen zuerst auf eine Ebene projiziert werden, die orthogonal
zur urspriinglichen Kantenklasse steht.

Wir versuchen daher mit den Differenzen a; — p zu arbeiten, die unabhéingig von der kon-
kreten Lage der Punkte sind. Unser Ansatz ist, uns in mathematisch positiver Drehrichtung
(also gegen den Uhrzeigersinn) um den Punkt p herumzubewegen, wihrend wir die Punkte
a1,a9,...,am,a; in dieser Reihenfolge ablaufen. Die Punkte sind genau dann richtig ange-
ordnet, wenn wir den Punkt p genau einmal umlaufen haben.
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Wir miissen also die Winkel ¢; bestimmen. In zwei Dimensionen lédsst sich dies vergleichs-
weise einfach dadurch regeln, dass wir sowohl das Skalar- als auch das Kreuzprodukt (vermoge
der kanonischen Einbettung R? — R3) bestimmen (diese liefern uns dann Kosinus und Sinus
des Winkels). In drei Dimensionen werden die Differenzen a; — p aber uneindeutig, da es dann
zwei Eckpunkte p fiir die zentrale Kante gibt. Wir miissen dann mit den Orthogonalprojek-
tionen auf die zentrale Kante arbeiten. Sobald diese Projektionen sich aber unterscheiden,
ergeben sich weitere Komplikationen. Daher versuchen wir, die Winkel indirekt abzulesen.
Dazu verwenden wir die Determinante, denn es gilt:

>0 falls der orientierten Winkel in (0, 7) liegt
det(a; — p,az —p) ist < 0 falls den orientierten Winkel in {0, 7} liegt
<0 falls den orientierten Winkel in (7, 27) liegt

Da dies nur eine unzuverldssige Methode zur Winkelbestimmung ist (sie ist in der Regel
zweideutig), funktioniert sie nur fiir drei Punkte aj, ag, as.

Lemma 4.1. Seien ai,as,a3 € R? mit paarweise verschiedenen Winkeln (bzgl. Polarkoor-
dinaten) o1 = 0,99, p3. Dann gilt p1 < w2 < @3 genau dann, wenn hichstens eine der
folgenden Determinanten negativ ist:

det(a1, az) det(asg, as) det(as,aq)

Beweis. Wir bezeichnen den orientierten Winkel zwischen den Vektoren a; und a;4+1 (Indizes
modulo 3) mit A; € (0,27). Dann gilt ¢1 < 2 < ¢3 genau dann, wenn Ay + Ag + Az = 2.
Zudem ist diese Summe stets ein positives Vielfaches von 27. Die Bedingung det(a;, a;+1) > 0
ist dquivalent zu A; € (0, 7]. Ebenso ist det(a;, a;11) < 0 dquivalent zu A; € (m, 27).

Wir zeigen das Lemma, indem wir die Aquivalenz der Negationen nachweisen.

Sei A1+ As + Ag # 2w, d.h. Ay + Ay + Az > 4. Angenommen, zwei der Determinanten
seien > 0, dann sind ohne Beschrankung der Allgemeinheit A; und Ay kleiner oder gleich .
Es folgt Ag > 27, im Widerspruch zu As < 2.

Seien nun mindestens zwei der Determinanten negativ. Dann sind ohne Einschrinkung A
und A, grofler als 7, demnach miisste A < 0 sein, um in der Summe 27 zu erreichen. Dies
ist ein Widerspruch. O

Obwohl Lemma 4.1 nur eine Aussage iiber drei Punkte trifft, benutzen wir es in Lemma
4.2, um eine Aussage iiber beliebig lange zyklische Reihenfolgen zu machen (auch wenn dabei
der Rechenaufwand stark ansteigt).

Lemma 4.2. Seien a1, as,...,a, € R? mit paarweise verschiedenen Winkeln (bzgl. Polar-
koordinaten) 1 = 0,02, ..., ¢om. Dann gilt o1 < @3 < -+ < @ genau dann, wenn fir alle
1 < j <k <m maximal eine der folgenden Determinanten negativ ist:

det(a,a;) det(a;, ay) det(ag, ay)

Beweis. Wie in Lemma 4.1 zeigen wir die Aquivalenz der Negationen.
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Seien 1 < j < k < m mit a; > a; gegeben. Dann liefert Lemma 4.1 mit den Punkten
a1,a;j,ay, dass mindestens zwei der Determinanten

det(ai, a;) det(aj, ay) det(ag,a1)

negativ sind.
Seien umgekehrt 1 < j < k < m gegeben, sodass mindestens zwei der Determinanten
negativ sind. Nach Lemma 4.1 ist dann 0 < ¢; < ¢y, falsch, also gilt ¢; > ¢y. O

Da die Wahl des Koordinatensystems beliebig ist (schliefilich kénnen wir jedem Punkt den
Winkel 0 zuordnen), ist die Voraussetzung ¢; = 0 in Lemma 4.2 unerheblich und die Wahl
dieses Punktes beliebig. Damit ist diese Determinantenbedingung eine addquate Reformulie-
rung fiir die zyklische Reihenfolge der Kanten aq, ..., an.

Allerdings miissen wir iiberpriifen, dass diese Bedingung nicht allein durch unsere verein-
fachenden Annahmen entsteht. Wir miissen noch die folgenden Probleme beheben:

1. Die Bedingung muss kompatibel mit der Existenz dquivalenter Punkte sein.

2. Wir haben uns auf Dimension 2 eingeschrinkt, mochten aber auch eine Bedingung in
Dimension 3 haben.

3. Die Reihenfolge von dquivalenten Flichen kann mit dieser Bedingung nicht erkannt
werden.

Die Determinantenbedingung ist bereits kompatibel mit dquivalenten Punkten: wir be-
trachten dazu die vier Punkte a1, ag, as, a4 mit as = ag. Die beiden Mengen {a, as, a4} und
{a1,as3,a4} liefern dieselben Determinanten, sodass man nur eine der Mengen untersuchen
muss. Betrachten wir als néchstes die Menge {a1,az2,a3}. Wegen det(az,a3) = 0 ist diese
Determinante nicht negativ, weshalb sich das Problem auf die beiden Punkte a; und as
reduziert. Fiir zwei Punkte ist die Bedingung aus Lemma 4.2 aber trivial. Folglich ist die
Determinantenbedingung mit der Existenz dquivalenter Punkte kompatibel.

Als néchstes untersuchen wir die Verallgemeinerung auf Dimension 3, die uns unmittelbar
alle hoheren Dimensionen erschliefen wird. Dazu miissen wir verstehen, inwiefern die Wahl
des mathematisch positiven Drehsinns ausgezeichnet war. Wir kénnen die Drehrichtung als
alleinige Konsequenz des Vektors a; —p ansehen, indem wir uns auf Bemerkung 3.10 besinnen,
die jedem Vektor im R? eine eindeutige Oberfliiche zuordnet.

a2

aq
as
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Dies suggeriert die korrekte Formulierung: Fiir eine simpliziale Orientierung (pi,p2) der
Kante und dazugehorende zyklische Reihung (aq,...,a,,) darf fiir alle 1 < j < k < m
hochstens eine der folgenden Determinanten negativ sein:

det(p2 — p1,a1 — p1,a; — p1)
det(pz — p1,a; — p1,ar — p1)
det(p2 — p1,ar — p1,a1 — p1)

Damit ist natiirlich auch die Verallgemeinerung in alle hoheren Dimensionen einsichtig.

Zuletzt miissen wir uns um die Reihenfolge der dquivalenten Flachen kiimmern, die der
Betrachtung durch diese Methode entfliehen. Dabei fillt uns auf, dass wir an keiner Eigen-
schaft der Einbettung selbst erkennen kénnen, in welcher ,,Reihenfolge“ die Flachen liegen,
da sie alle auf dieselbe Menge abgebildet werden. Daher miissen wir nur darauf achten, dass
die Angaben der verschiedenen Ficher an den Réndern der Flidche miteinander konsistent
sind. Dies wird aber bereits durch die Kompatibilitdt der Fécher garantiert. Somit kommen
wir zur endgiiltigen Formulierung der Einbettung:

Definition 4.3 (Falteinbettung). Seien F ein n—Faltkomplex und v eine simpliziale Einbet-
tung von F (aufgefasst als n—Uberlagerungskomplex). Dann heifit . (simpliziale) Faltein-
bettung, falls fiir jeden Ficher v und jede simpliziale Orientierung o := ([p1], ..., [pn]) von
[k] mit zyklischer Reihenfolge vy (o) = (a1, ..., am) gilt:

Fiir alle 1 < j < k <m ist mazimal eine der folgenden Determinanten negativ:

det(c(p2) — t(p1). - e(pn) — tp1), elar) = e(p1), elay) — e(p1))
det(c(p2) — t(p1).. ... e(pn) — t(p1),e(a;) — u(pr), elar) — u(p1))
det(c(p2) — t(p1), .- -, Lpn) — tp1), elar) — u(p1), elar) — (p1))

~
>~

Bemerkung 4.4. Fir einen 2—-Faltkomplex reduzieren sich die Determinanten aus Definition

4.8 auf

det(:(p2) — 1), ay) W) — )
det(:(p2) — t(p1),tlar) — t(p1), e(ar) — (p1))

£
|

~
=
<
=
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Wir haben bereits in Abschnitt 2.5 gesehen, dass es sehr schwer ist, allgemeine Aussagen
itber Einbettungen zu treffen und werden uns daher auf die Untersuchung einiger einfacher
Komplexe beschrianken.

Der einfachste Fall ist der, dass sich der 2-Faltkomplex zu einem einzelnen Dreieck falten
ldsst. Wir werden diesen Fall ausfiihrlich in Abschnitt 4.1 behandeln. Die Ergebnisse aus
diesen Uberlegungen kénnen wir als notwendige Bedingungen einiger anderer ebenen Einbet-
tungen interpretieren. Diese werden wir in Abschnitt 4.2 untersuchen.
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4.1 Uberlagerung eines Dreiecks

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche 2-Faltkomplexe sich auf ein Dreieck zusammen-
falten lassen und damit einbettbar sind. Wir haben in Abschnitt 2.5.1 nachgewiesen, dass sich
alle 3-firbbaren 2-Uberlagerungskomplexe zu einem Dreieck erweitern lassen. Diese Aussage
gilt aber nicht mehr fiir 2-Faltkomplexe, da wir dort auch die Uberschneidungsfreiheit an
den Kantenklassen iiberpriifen miissen. Wir suchen also nach den 2-Faltkomplexen F, die
Teilfaltung eines Dreiecks sind.

Wihrend es zwar interessant sein kann, diese Frage in voller Allgemeinheit zu beantworten,
sind wir primér an solchen Faltkomplexen interessiert, die auch unabhingig von dieser Arbeit
von Interesse sind. Wir wéhlen dazu die Untersuchung geschlossener simplizialer Flichen.

Definition 4.5 (Flichenkomplex). Sei ((Ko, K1, K2), <) ein lokal simplizialer homogener 2—
Komplex. Er heifit Flichenkomplex, falls es zu jedem k € K1 hochstens zwei f € Ko mit
k < f gibt. Dann heiffen diese beiden Elemente benachbart (an k). Der Flichenkomplex
heifit geschlossen, falls es zu jedem k € K1 genau z2wei f € Ko mit k < f gibt.

Mit den Flachenkomplexen aus Definition 4.5 lésst sich jede Triangulation einer Oberfla-
che beschreiben. In Bemerkung 4.6 weisen wir zudem nach, dass sie sich fast miihelos zu
2-Faltkomplexen ergénzen lassen.

Bemerkung 4.6. Sei (Ko, K1,K2), <) ein Flichenkomplex. Fiir jede simpliziale Oberfliche
ldsst sich dieser wie folgt zu einem 2—Faltkomplex erweitern:

e Die Aquivalenzrelation ~ ist die Gleichheit.

o Fiir k € Ky gibt es zwei Fille: Falls es nur ein f € Ko mit k < f gibt, ist der Fdcher
konstant dem 1-Zykel auf diesem Element. Ansonsten ist er konstant gleich dem 2-
Zykel, der aus den beiden f € Ko besteht, die k < f erfiillen.

o Fiir jedes f € Ky sind (f,+1) und (f, —1) Randstiicke.

Beweis. Da Gleichheit die Eigenschaften aus der Definition 2.17 von 2-Uberlagerungskomple-
xen erfiillt, haben wir einen solchen vorliegen. Damit miissen wir nur noch die Eigenschaften
aus Definition 3.27 von 2-Faltkomplexen nachweisen.

1. Wir miissen priifen, ob wir tatsidchlich Facher geméfl Definition 3.7 definiert haben. Da
alle Zykel aus einem oder zwei Elementen selbstinvers ist, ist das gegeben.

2. Wir haben fiir jede Flichendquivalenzklasse genau zwei Randstiicke definiert (da alle
Klassen einelementig sind).

3. Da jedes mogliche Randstiick auch tatséichlich ein Randstiick ist, ist die Bedingung
tiber Standardrénder automatisch erfiillt.

4. Auch die Komplementaritit von Randstiicken folgt daraus, dass jedes mogliche Rand-
stiick eines ist.
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5.

Wir miissen nachweisen, dass die Fécher geméfl Definition 3.18 kompatibel sind. Da
sich zwei verschiedene Coronae nur in héchstens zwei Elementen schneiden und 2—-Zykel
selbstinvers sind, ist dies aber klar.

Folglich liegt ein 2-Faltkomplex vor. O

Zu beachten ist, dass die Konstruktion aus Bemerkung 4.6 unabhingig von der simplizialen
Oberfléche ist. Damit sich ein solcher 2-Faltkomplex F auf ein Dreieck zusammenfalten lésst,
sind nach Definition 3.50 (Teilfaltung) die folgenden Bedingungen zu iiberpriifen:

1.

F muss eine Teiliiberlagerung des Dreiecks sein. Nach Folgerung 2.61 ist dies dquivalent
zur 3-Férbbarkeit von F.

. Alle Randstiicke des Dreiecks miissen bereits in F Randstiicke sein. Da wir uns mit

geschlossenen Flichenkomplexen befassen und bei diesen zu Beginn alle orientierten
Seiten auch Randstiicke sind, ist diese Bedingung trivialerweise erfiillt.

. Beziiglich jeder zyklische Reihung einer Kantenklasse [k] des Dreiecks sind die Grund-

mengen der Fiicher von F, die zu einem [ € [k]| gehoren, iiberschneidungsfrei.

Die Redukte der zyklischen Reihungen des Dreiecks auf die korrespondierenden Fléachen
von F sollen identisch zu den zyklischen Reihungen von F sein. Da jede zyklische
Reihung von F aus genau zwei Flichen besteht (und damit selbstinvers ist), ist auch
diese Bedingung unmittelbar einsichtig.

4.1.1 Kreisdarstellung

Wir haben uns im letzten Abschnitt gefragt, welche 3—farbbaren, geschlossenen Flichenkom-
plexe sich auf ein Dreieck zusammenfalten lassen. Dabei haben wir festgestellt, dass wir nur
iiberpriifen miissen, ob die Grundmengen der Ficher von F iiberschneidungsfrei beziiglich
der zyklischen Reihungen der Kantenklassen des Dreiecks sind.

Wir haben also folgende Situation gegeben: Die zweielementigen Mengen M; sind iiber-
schneidungsfrei beziiglich der zyklischen Reihung o. Wir wollen diese Bedingung etwas hand-
habbarer (und vor allem algorithmisch angreifbarer) machen. Dazu betrachten wir das Bei-
spiel o = (1,2,3,4,5,6,7,8) mit den Mengen

M, = {1,4} M, = {2,3} Ms = {5,6} My = {7,8}

Wir stellen uns die Situation graphisch etwa wie folgt vor:
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Insbesondere schneiden sich die farbigen Kanten innerhalb des Kreises nicht, also handelt es
sich hierbei um einen planaren Graphen (mit Mehrfachkanten). Wir modifizieren die farbigen
Kanten durch Homotopien zu Strecken (wobei die gestrichelten Kanten garantieren, dass die
farbigen Kanten im Inneren des , Kreises“ bleiben) und erhalten das folgende Bild:

-3
) 1
6 8
~ /’
-7 =

Wir werden solche Darstellungen als Hilfsmittel verwenden, um die Bedingung der Uber-
schneidungsfreiheit in ein gruppentheoretisches Problem zu iiberfithren. Daher miissen wir
diese Darstellungen auch formal verstehen.

Definition 4.7 (Kreisdarstellung). Seien n € N und o ein 2n—Zykel auf {1,...,2n}, sowie
{M;}1<j<n eine Partition zweielementiger Teilmengen von {1,...,2n}.

Sei zudem ¢ : {1,...,2n} — {x € C|||z|]| = 1} mit «(c(m)) = e%b(m) fir alle m €
{1,...,2n} gegeben.

Das Mengensystem {S;|1 < j <n}U{Zy|1 <k < 2n} mit den Kreisbogen

Zy = {u(k) - 3|z € [0, 1]}
und den Strecken
Sj = {au(z1) + Bu(z2)|z1, 22 € Mj, 0, f > 0,00+ =1}

heifst Kreisdarstellung (von o beziiglich v ).
Der Punkt (k) € Zy heifst Sockel von Zy,, der Punkt v(c(k)) € Zj, heifit Spitze von Zj.

Mit der formalen Definition der Kreisdarstellung wollen wir die Uberschneidungsfreiheit
beziiglich zyklischer Reihungen auf die Uberschneidungsfreiheit der Kreisdarstellung zuriick-
fithren. Dafiir miissen wir zunéchst kliren, was wir mit der Uberschneidungsfreiheit der Kreis-
darstellung meinen. Wir meinen damit, dass die Kreisdarstellung ein planarer Graph ist.

Definition 4.8 (iiberschneidungsfreie Kreisdarstellung). Sei o ein 2n-Zykel (n € N) auf
{1,...,2n} und {M;}1<j<n sei eine Partition zweielementiger Teilmengen von {1,...,2n}.
Sei zudem ¢ = {1,...,2n} — {z € C|||z| = 1} mit t(oc(m)) = e%a(m) fir alle m €
{1,...,2n} gegeben.
Die Kreisdarstellung von o beziiglich v heifit iiberschneidungsfrei, wenn je zwei Mengen
dieses Mengensystems sich hochstens in {¢(x)|x € {1,...,2n}} schneiden.
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Nachdem wir die Uberschneidungsfreiheit von Kreisdarstellung auf diese allgemeine Weise
definiert haben, zeigen wir in Lemma 4.9, dass die Uberpriifung der Strecken geniigt, um die
Uberschneidungsfreiheit sicherzustellen.

Lemma 4.9. Fine Kreisdarstellung ist genau dann tiberschneidungsfrei, wenn ihre Strecken
paarweise disjunkt sind.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass sich zwei beliebig gewéhlte Mengen (die nicht beide Strecken
sind) hochstens in {¢(z)|z € {1,...,2n}} schneiden.

1. Z, und Z (mit a # b):
Klar: Es gibt ein p € Ncg,, mit o”(a) = b.
Ein Element aus dem Schnitt Z, N Z;, hat die Form

s us)

ta)-en®=1(b)-en?
mit z,y € [0,1]. Aufgrund der Eigenschaft von ¢ gilt

U(b) - Y = (0P (a))e

s’

= e%pL(a)eWy,

d. h. nach Kiirzen von ¢(a) bleibt

s}

en? = e%(p-l—y)'

Folglich gilt z = p + y (modulo 2n). Fiir 1 < p < 2n — 1 gibt es keine Losung dieser
Gleichung, da z,y € [0,1]. Fiir p = 2n — 1 ist die Gleichung dquivalent zu x + 1 =y
(modulo 2n). Wir betrachten also nur den Fall x =1+ y (modulo 2n).

Diese Gleichung hat maximal Losungen fiir z,y € {0, 1} mit x # y, aber damit ist der
Schnittpunkt ¢(a) oder ¢(b).

2. Zyund Sy (mit 1 <a<2pund 1 <b<n):

Da Sy, die konvexe Hiille von «(x) und ¢(y) mit M, = {z, y} ist, also deren Verbindungs-
strecke, und alle Punkte daraus (mit Ausnahme von ¢(x) und ¢(y)) eine Norm kleiner
als 1 haben, folgt die Behauptung.

Da zwei verschiedene Strecken keine Punkte aus {c(z)|z € {1,...,2n}} gemeinsam haben,
folgt die Behauptung. O

Nachdem wir in Lemma 4.9 nachgewiesen haben, dass die Kreisdarstellungen genau dann
planar sind, wenn sich deren Strecken nicht schneiden, kénnen wir im néchsten Lemma 4.10
die Aquivalenz zwischen der Uberschneidungsfreiheit beziiglich zyklischen Reihungen und
Kreisdarstellungen zeigen.

Lemma 4.10. Sei o ein 2n-Zykel (n € N) auf {1,...,2n} und {M;}i1<j<n sei eine Partition
zweielementiger Teilmengen von {1,...,2n}. Dann sind dquivalent
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1. Die M; sind iiberschneidungsfrei beziiglich o.
2. Fine Kreisdarstellung von o ist iberschneidungsfrei.

Beweis. Sei ¢ wie in Definition 4.7 gegeben. Wir verwenden die Charakterisierung aus Lemma
4.9.

Seien t(aq)e(az) und t(az)i(as) zwei Strecken. Wir wollen zeigen, dass diese sich genau
dann schneiden, wenn {a,as} und {a3,as} eine Uberschneidung beziiglich o bilden. Dazu
betrachten wir die ¢(a;) in Polarkoordinaten mit Winkeln ¢;, wobei ¢(a1) = 1, also ¢ = 0 gilt.
Mit der Eigenschaft von ¢ folgt, dass {a1,as} und {as3,as} genau dann eine Uberschneidung
beziiglich o bilden, wenn 0 = @1 < p3 < w2 < @4 < 27 gilt (dabei sei {as,aq} richtig
angeordnet).

Der Kreis {z € C||lz|| = 1} wird von ¢(a1)t(az) in zwei Zusammenhangskomponenten
zerteilt. Deren Schnitte mit dem Kreisrand werden von den Intervallen [0, ¢2] und [p2, 27]
induziert. Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Falls {p3, 04} N[0, p2] einelementig ist, liegen ¢(a3) und ¢(aq) in zwei verschiedenen
Zusammenhangskomponenten. Da der Kreis konvex ist, liegt ihre Verbindungsstrecke
im Inneren des Kreises, muss also die Strecke ¢(ay)¢(az) schneiden.

2. Falls {3, pa} N[0, 2] leer oder zweielementig ist, liegen ¢(a3) und ¢(a4) in derselben Zu-
sammenhangskomponente. Da jede der Zusammenhangskomponenten konvex ist, liegt
auch ihre Verbindungsstrecke komplett in dieser. Insbesondere schneidet sie die Strecke
t(a1)t(ag) nicht.

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Falls die Kreisdarstellung planar (d.h. iiberschneidungsfrei) ist, konnen wir die Facetten
(oder Fenster) des Graphen definieren. Abstrakt sind dies einfach die Zusammenhangskom-
ponenten des Komplements in der Ebene C, wir sind aber an einer expliziteren Beschreibung
interessiert. Dazu beobachten wir, dass sich in allen beschrinkten Facetten die Kantenfarben
abwechseln. Wir illustrieren dies in den folgenden beiden Graphiken.

4'// ‘\\\2 7 \

Die schwarzen, gekriimmten Pfeile lassen sich als Anwendung von o auffassen. Wenn wir
die farbigen, geraden Pfeile auch als Anwendung einer Permutation interpretieren wollen,
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erhalten wir (1,4)(2,3)(5,6)(7,8). Es handelt sich um eine fixpunktfreie Involution (d. h. sie
ist selbstinvers).

Um die Verbindung zwischen iiberschneidungsfreien Kreisdarstellungen und fixpunktfreien
Involutionen klar zu formulieren, miissen wir uns mit den Eigenschaften des Komplements
befassen. Dazu starten wir mit einer iiberschneidungsfreien Kreisdarstellung und konstruieren
die Involution. In der nichsten Bemerkung beginnen wir damit, die Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten des Komplements zu bestimmen.

Bemerkung 4.11. Sei M eine iberschneidungsfreie Kreisdarstellung des 2n—Zykels o. Dann
enthalt C\ Uprepy M genau n + 1 beschrinkte Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Wir fassen die Mengen der Kreisdarstellung als Kanten eines planaren Graphen auf.
Dies ist wohldefiniert, da sich zwei dieser Kanten nur in den Punkten {¢(k)|1 < k < 2n}
schneiden kénnen, wobei ¢ : {1,...,2n} — C die Abbildung ist, beziiglich der die Kreisdar-
stellung definiert ist.

Aufgrund der Euler—Charakteristik ist die alternierende Summe von Eckenzahl, Kantenzahl
und Facettenzahl gleich 1. Es gibt 2n Ecken und 2n + n Kanten, folglich ist die Anzahl der
Facetten (also die Anzahl der beschriankten Zusammenhangskomponenten) gleich —2n+3n+
1=n+1. O

Nachdem wir die Anzahl der Zusammenhangskomponenten im Komplement von {iber-
schneidungsfreien Kreisdarstellungen bestimmt haben, beschreiben wir diese Komponenten
in Lemma 4.12 genauer. Insbesondere wollen wir nachweisen, dass sich die Farben auf dem
Rand dieser Komponente immer abwechseln.

Lemma 4.12. Sei M eine tberschneidungsfreie Kreisdarstellung des 2n—Zykels o beziig-
lich v : {1,...,2n} — C. Dann gilt fir die Zusammenhangskomponenten des Komplements

C\Uprepm M:

e Es gibt genau eine unbeschrinkte Zusammenhangskomponente {x € C|||z| > 1} und
jedes Kreissegment Z; liegt auf ihrem Rand.

o Fs gibt genau n + 1 beschrdankte Zusammenhangskomponenten. Fiir jede davon gibt es
ein m € N, sodass ihr Rand aus Mengen

Zj Sk1 Zj Sk2 . Zj Sk

m m

besteht, die die folgenden FEigenschaften erfiillen:

— Die Schnitte Z;, NSy, und S, NZ;
sind modulo m zu lesen).

1 sind fiir alle 1 <t < m einelementig (Indizes

— Sei a; das eindeutige Element aus Sy, , N Zj, und sei by das eindeutige Element
aus Zj, N Sy,, dann gilt o(ay) = by,.

Beweis. Da alle Strecken in {z € C| ||z|| < 1} liegen und

2n
UZ ={z ezl =1}

=1
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gilt, ist {x € C||z| > 1} die einzige unbeschréinkte Zusammenhangskomponente und jede
beschrénkte Zusammenhangskomponente ist eine Teilmenge von {z € C|||z| < 1}.

Sei nun k eine beschrinkte Zusammenhangskomponente. Da die Kreisdarstellung iiber-
schneidungsfrei ist, ist ihr Rand eine Vereinigung von Mengen aus der Kreisdarstellung. Wir
gehen fiir den Beweis der weiteren Eigenschaften in den folgenden Schritten vor:

1.

3.

4.

Zu jedem «(t) aus dem Rand von k gibt es genau ein Kreissegment und genau eine
Strecke aus dem Rand von &, die ¢(k) enthalten.

. Dies ermoglicht die alternierende Abfolge der Mengen aus dem Rand, sowie die Schnitt-

bedingung.
Wir konnen die Abfolge so wihlen, dass o(a1) = by gilt.

Die Gleichung o(a;) = by ist dquivalent zu o(a¢4+1) = by1.

Dann folgt die Behauptung per Induktion. Wir gehen die Schritte einzeln durch:

1.

Zu jedem ¢(t) gibt es genau drei Mengen der Kreisdarstellung, die ¢(t) enthalten: Z;,
Zi+1 und eine Strecke. Jedes Kreissegment liegt im Rand von genau zwei Zusammen-
hangskomponenten. Da die Menge {z € C|||z|| < 1} von der Strecke in genau zwei
Zusammenhangskomponenten zerlegt wird, liegt auch die Strecke im Rand von genau
zwei Zusammenhangskomponenten.

Wir wissen, dass Z; und Z; 1 im Rand der unbeschrénkten Zusammenhangskomponente
liegen. Da die Strecke nicht im Rand der unbeschrinkten Komponente liegt, gibt es noch
zwei weitere Zusammenhangskomponenten, die die Strecke im Rand haben. Da ¢(t) ein
ein Endpunkt der Strecke ist, miissen sie auch eines der beiden Kreissegmente im Rand
haben. Damit kommt jedes Kreissegment in genau zwei Zusammenhangskomponenten
vor. Folglich gibt es keine Komponente, fiir die alle drei Mengen im Rand liegen.

Insbesondere gilt fiir jede beschrinkte Zusammenhangskomponente, dass sie genau ein
Kreissegment und genau eine Strecke, die ¢(¢) enthalten, im Rand haben.

. Klar.

Entweder gilt o(a;) = by oder o(b1) = a;. Falls letzteres zutrifft, invertiere die Reihen-
folge der Mengen.

. Es geniigt zu zeigen, dass die Endpunkte jeder Strecke jeweils Spitze und Sockel (der

angrenzenden Kreissegmente) sind. Jede Strecke zwischen «(z) und ¢(y) spaltet die
Menge {z € C|||z| < 1} in zwei Zusammenhangskomponenten, also auch ihren Rand
{z € C|||z|| = 1} in zwei Teilréinder (die durch Hinzufiigen der Strecke zum gesamten
Rand der Komponente werden).

Parametrisieren wir {z € C|||z|| = 1} durch

a:[0,1) = {x € C||jz|| = 1},t > *™,
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so liegen ¢(x) und ¢(y) an den Stellen ¢; # t2. Ohne Einschrénkung nehmen wir ¢; < ¢,
an. Dann ist [¢t1,t2] C [0,1). In a([t1, t2]) liegen Kreissegmente, insbesondere solche, die
t(x) und ¢(y) enthalten. Fiir jenes, das ¢(z) enthélt, ist ¢(z) ein Sockel (da keine kleineren
Winkel vorkommen). Dasjenige, das ¢(y) enthilt, hat mit analoger Begriindung ¢(y) als
Spitze.

Folglich (jedes ¢(t) kommt einmal als Spitze und einmal als Sockel vor) gilt die Behaup-
tung auch fiir die andere Zusammenhangskomponente des Randes.

Zeige nun, dass diese Kreissegmente auch im Rand von « liegen. Da die Strecke im
Rand von k liegt, muss es noch eine weitere Menge geben, die ¢(x) enthélt und im Rand
liegt. Da & in einer der beiden obigen Zusammenhangskomponenten liegt, entfillt das
Kreissegment der jeweils anderen Komponente als Moglichkeit. Das zeigt die geforderte
Behauptung. O

Nachdem wir in Lemma 4.12 die Zusammenhangskomponenten einer iiberschneidungsfreien
Kreisdarstellung charakterisiert haben, kénnen wir die Korrespondenz zwischen den fixpunkt-
freien Involutionen und den iiberschneidungsfreien Kreisdarstellungen nachweisen:

Lemma 4.13. Sei o ein 2n—Zykel (n € N) auf {1,...,2n} und p sei eine firpunktfreie
Involution auf {1,...,2n}, sodass die Bahnen von p auf {1,...,2n} eine iberschneidungs-
freie Partition von {1,...,2n} bilden.

Sei M eine Kreisdarstellung von o und BZ bezeichne die Menge der beschrinkten Zusam-
menhangskomponenten von C\ Uy M.

Dann ist die Abbildung

BZ — {B C{1,...,2n}|B Bahn von po},

bei der jede beschrinkte Zusammenhangskomponente mit Rand Zj,, Si,, Zjy, Skys -+, Zj
Sk,, (wie in Lemma 4.12 beschrieben) auf die Menge

m’

m
U Zj, N Sky_y
t=1

abgebildet wird, eine Bijektion.

Beweis. Die Kreisdarstellung ist aufgrund von Lemma 4.10 iiberschneidungsfrei. Wir ver-
wenden im Folgenden die Charakterisierung beschrankter Zusammenhangskomponenten aus
Lemma 4.12.

Zeige zuerst die Wohldefiniertheit. Ist a; das eindeutige Element aus Z;, NSk, ,, so ist o(a;)
das eindeutige Element aus Zj, N Sk,, liegt insbesondere in Sy,. Demnach ist po(a;) dann der
andere Endpunkt von S,. Damit liegt die Bahn von a; in der Menge. Umgekehrt erreichen
wir kein Element einer anderen Bahn.

Da jeder Punkt ¢(¢) einmal als Spitze und einmal als Sockel eines Kreissegmentes vorkommt
und unsere Konstruktion nur Sockel abbildet, wird jeder Punkt héchstens einmal abgebildet.
Damit ist die Abbildung injektiv.
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Um Surjektivitdt zu zeigen, betrachten wir eine Bahn B von po. Diese enthélt ein Element
b € B, sodass es ein Kreissegment Z gibt, mit b € Z als Sockel. Dann wird die eindeutige
beschriankte Zusammenhangskomponente, die Z im Rand hat, auf B abgebildet. O

Nachdem wir gezeigt haben, dass zu jeder iiberschneidungsfreien Kreisdarstellung eine
fixpunktfreie Involution korrespondiert, betrachten wir nun die andere Richtung. Wir starten
also mit einer fixpunktfreien Involution und zeigen, dass die zugehorige Kreisdarstellung
iiberschneidungsfrei ist. Dies beruht darauf, dass das Produkt po mindestens einen Fixpunkt
hat, wie wir in Lemma 4.14 festhalten.

Lemma 4.14. Sei 7 € S,, eine Permutation mit mehr als § Zykeln. Dann hat m mindestens
einen Fizpunkt.

Beweis. Falls m keinen Fixpunkt hat, enthélt jede Bahn von 7 mindestens zwei Elemente. Da
die Bahnen von 7 auf {1,...,n} disjunkt sind, folgt

n = Z |B| > Z 2 =2 - # Bahnen > n.
B Bahn B Bahn
Dies ist ein Widerspruch, also muss 7 einen Fixpunkt haben. O
Dass po mindestens einen Fixpunkt hat, ist deswegen signifikant, da jeder dieser Fixpunkte
eine Kante reprisentiert, deren Eckpunkte minimalen Abstand haben. Folglich lasst sich
diese Kante aus der Kreisdarstellung entfernen, ohne die Uberschneidungsfreiheit der {ibrigen
Kanten zu gefdhrden. Dass diese Reduktion méglich ist, miissen wir aber formal beweisen.

Wir zeigen im folgenden Lemma 4.15 zunéchst, dass wir nach Entfernung dieser Kante noch
immer einen Fixpunkt vorliegen haben.

Lemma 4.15. Sei o ein 2n—Zykel auf {1,...,2n} und p eine fixpunktfreie Involution, sodass
po genau n + 1 Zykel hat (n > 1). Sei f € {1,...,n} ein Fizpunkt von po (existiert wegen

Lemma 4.14).
Definiere Permutationen auf M = {1,...,2n}\{f,o(f)} durch die Redukte

Dann hat p6 genau n Zykel.

Beweis. Um die Aussage nachzuweisen, betrachten wir eine Bahn B von po genauer.

1. B={f}:
Dieser Fall entfallt.

2. o(f) € B:
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Dann ist o7 1(f) = o~ Y(p~!(a(f))) € B. Bestimme nun p5o—1(f). Da 6 das Redukt
von ¢ ist und

ol (f)=f¢M
) =olf)¢gM
gelten, folgt 60~ 1(f) = 0?(f) € M (da n > 1). Schliefllich erhalten wir
poo(f) = po’(f)
002 (f) = (p0)(0(f)) € B.
Damit ist B\{o(f)} eine Bahn von ps.

o?(o

- fo(f) & B:

Da p6 = po auf dieser Bahn, bleibt sie gleich.

Insgesamt verlieren wir eine Bahn. O

Wir haben in Lemma 4.15 gezeigt, dass die Reduktion einer Kante ein Induktionsargument
zuldsst. Dieses Argument fithren wir im folgenden Lemma aus, das die Uberschneidungsfrei-
heit unserer Konstruktion sicherstellt.

Lemma 4.16. Sei o ein 2n—Zykel auf {1,...,2n} und p eine fixpunktfreie Involution, sodass
po genau n+ 1 Zykel hat. Dann ist jede Kreisdarstellung von o (wobei die Bahnen von p die
Partition von {1,...,2n} bilden) iberschneidungsfrei.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach n.

n=1

n>1
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Da o ein 2-Zykel ist und p = o gilt, gibt es nur eine einzige Strecke in der Kreisdar-
stellung. Gemé#fl Lemma 4.9 ist diese damit iiberschneidungsfrei.

Sei ¢: {1,...,2n} — C wie in Definition 4.7 gegeben. Wegen Lemma 4.14 hat po einen
Fixpunkt f, d.h. p(o(f)) = f. Ist o(f) = g, so gilt p(g) = f.

Damit kann die Strecke der Kreiseinbettung, die zu dem Zykel (f,g) gehort, keine
andere Strecke schneiden (da f und g beziiglich ¢ benachbart sind). Wenn wir also
zeigen konnen, dass sich die iibrigen Strecken nicht schneiden, ist die Kreisdarstellung
tiberschneidungsfrei.

Dazu definieren wir ¢ und p wie in Lemma 4.15. Nach ebensolchem hat ihr Pro-
dukt genau n Zykel, weshalb nach Induktionsvoraussetzung deren Kreisdarstellungen
tiberschneidungsfrei sind. gemafl Lemma 4.10 bilden die Bahnen von p also eine iiber-
schneidungsfreie Partition von 6.

Zeige nun, dass eine Uberschneidung der Bahnen von p beziiglich o eine Uberschneidung
der Bahnen von p beziiglich ¢ induziert. Wegen Bemerkung 3.49 geniigt es zu zeigen,
dass fiir M C {1,...,2n}\{f, g} die Redukte o|5;_ s und &|p;_, s identisch sind (da es
schon bekannt ist, dass die Strecke zu {f, g} keine andere Strecke schneidet). Dies folgt
aber sofort aus Lemma 3.15 und der Definition von & aus Lemma 4.15. O



Nachdem wir gezeigt haben, dass eine fixpunktfreie Involution eine iiberschneidungsfreie
Kreisdarstellung induziert, kénnen wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts in Satz 4.17
verewigen.

Satz 4.17. Sei o ein 2n-Zykel (n € N) auf {1,...,2n} und p sei eine fizpunktfreie Involution
auf {1,...,2n}. Dann sind dquivalent:

e Die Bahnen von p auf {1,...,2n} sind iberschneidungsfrei beziiglich o.

e po hat genau n+ 1 Bahnen auf {1,...,2n}.

4.1.2 Einfaches Beispiel

Wir haben in Abschnitt 4.1.1 mit Satz 4.17 alle 3—fdarbbaren geschlossenen simplizialen
Fldchen charakterisiert, die man auf ein Dreieck zusammenfalten kann. Wir mdchten die-
se abstrakte Charakterisierung in diesem Abschnitt konkret anwenden. Dabei liefert jede
Farbklasse von Kanten (bzgl. der 3-Farbung) eine fixpunktfreie Involution p. Wir miissen
also alle 2n—Zykel o finden, die im Produkt mit jeder Involution genau n 4+ 1 Zykel haben.
Dieses Verfahren fithren wir an einem einfachen Beispiel aus, fiir das wir alle moglichen
Faltungen auf ein Dreieck bestimmen werden. Wir betrachten die folgende simpliziale Fliche:

\
4

\
4

Dabei werden die parallelen Kanten entlang der Pfeilrichtung identifiziert (es handelt sich also
um einen topologischen Torus). Diese Flidche kann nicht gem#f Definition 2.53 eingebettet
werden. Wir betrachten dazu die markierten Facetten:

\
4

M @ A

\
4

Nach Definition 2.53 miissten die schattierten Facetten auf dieselbe Menge abgebildet werden
(da sie dieselben Punkte enthalten). Da die Facetten aber verschieden sind, ist dies unméglich.
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Wenn wir wissen wollen, ob wir sie nach Ausfithrung von Faltungen einbetten kénnen,
iiberpriifen wir, ob sie sich auf ein Dreieck zusammenfalten lidsst. Dazu miissen wir sie als
2-Faltkomplex beschreiben, was wir in Beispiel 4.18 tun.

Beispiel 4.18. Gemdf§ Bemerkung 4.6 miissen wir nur eine simpliziale Oberfliche angeben,
um aus einem Flichenkomplex einen 2-Faltkomplex zu konstruieren. Dazu miissen wir zu
jeder Facette eine Oberfliche auszeichnen. Gemdfs Bemerkung 3.10 kénnen wir auch eine
Umlaufrichtung der Punkte angeben. Wir werden dies durch einen Pfeil andeuten.

\
4

\
7

Damit wir diese geschlossene simpliziale Fliche auf ein Dreieck zusammenfalten kénnen,
muss sie 3—firbbar sein, wie wir zu Beginn von Kapitel 4.1 festgestellt haben. Eine solche
Farbung ist hier bis auf Permutation der Farben eindeutig;:

\
4

\
4

Als niichstes widmen wir uns der Uberschneidungfreiheit. Um die Involutionen konkret
angeben zu konnen, legen wir eine Nummerierung der Facetten fest.

\
4

v
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Die Darstellung der verschiedenen Kantenklassen durch eine Punktfirbung ist ein wenig
unpraktisch. Daher gehen wir zu der Kantenféirbung iiber, die von der Punktfirbung induziert
wird. Wir erhalten die folgende Struktur:

v

\
4

An dieser Stelle merken wir an, dass dieser Ubergang zur Kantenfirbung eine MMM-Struktur
liefert (vgl. [BNPS] fiir die genaue Definition und weitere Eigenschaften). Umgekehrt ldsst
sich aus jeder MMM-Struktur eine giiltige 3-Farbung konstruieren.

Betrachten wir nun, welche Flichen entlang der Kantenklasse — benachbart sind:

\
4

\
4

Wir erhalten damit die fixpunktfreie Involution p; = (1,2)(3,4)(5,.6)(7,8). Aus der Kanten-
klasse — erhalten wir ps := (1,8)(2,3)(4,5)(6,7), wie man aus der Graphik

v

v

ablesen kann. Schlielich wird die Involution p3 := (1,4)(2,7)(3,6)(5, 8) von der Kantenklasse
— induziert. Damit liefert Satz 4.17 die folgende Problemstellung;:

Finde alle 8-Zykel o, sodass p; - o fiir alle 1 <1 < 3 genau 5 Zykel hat.
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Wenn man alle diese 8-Zykel bestimmt (z. B. indem man alle Moglichkeiten ausprobiert),

findet man heraus, dass es genau 16 Lésungen gibt, ndmlich

1,2,3,6,7,8,5,4
1,2,7,6,3,4,5,8
1,4,3,2,7,6,5,8

.8,5,4,3,6,7,2
8,5,6,7,2,3,4

1,2,3,8,5,6,7,4
1,2,7,4,5,6,3,8
1,4,3,2,5,8,7,6
1,4,7,6,5,8,3,

1,6,7,8,5,2,3,4
1,8,3,6,5,4,7,2

(
(
(
(1,4,5,6,3,2,7,8
(1,
(1
(1,
( 1,8,7,2,5,4,3,6

) ( )
) ( )
) ( )
) ( 2)
1,4,5,8,7,6,3,2) (1,6,3,4,5,2,7,8)
) ( )
) ( )
) ( )

1,8,7,2,3,6,5,4

Dabei ist die Anordnung der Permutationen im Kontext der Analyse aus Abschnitt 4.1.3 vor-
ausschauend gewihlt. Dort werden wir diese Zykel mithilfe einer Gruppenoperation struktu-
rieren, bevor wir uns in Abschnitt 4.1.4 damit beschéftigen, was genau diese Zykel im Kontext
einer Faltung bedeuten.

4.1.3 Gruppenoperation

Wir haben in Abschnitt 4.1.2 das Beispiel eines Torus betrachtet und alle Moglichkeiten be-
stimmt, wie man diesen auf ein Dreieck zusammenfalten kann. Die 16 Moglichkeiten haben wir
am Ende des Abschnitts aufgelistet. Wir mochten diese Losungen etwas tibersichtlicher struk-
turieren und untersuchen daher einige Operationen, die die Losungsmenge nicht verdndern:

1. Falls p- o genau n + 1 Zykel hat, dann gilt dies auch fiir dessen Inverses

1 -1 -1

(po) " =o"'p =071

Die Konjugation mit p #ndert die Zykelzahl nicht'?, folglich hat auch

-1 -1

plop)p~" = po

genau n + 1 Zykel. Falls o eine Losung ist, ist also auch o~! eine.

1

2. Sei g im Zentralisator von p, d.h. gpg~ = p. Dann hat

-1

9(po)g~t = gpgtgog ™ = p(gog™?)

-1

ebenfalls genau n + 1 Zykel. Damit ist gog™" eine Losung, falls o bereits eine ist.

3. Allgemeiner gilt: Falls die Permutation g die Menge {p1, p2,ps} durch Konjugation
stabilisiert, erhélt die Konjugation mit g Ldsungen.

Wir fassen diese Uberlegungen in Bemerkung 4.19 zusammen.

4 Genauer: Der Zykelzéhler ist eine Invariante der Konjugation.
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Bemerkung 4.19. Seien py, ..., pr € Sopn fixpunktfreie Involutionen und
L:={o € Sy, | 0 ist 2n—Zykel}
die Lisungsmenge. Dann operiert Co x Stabs, ({p1,...,pr}) auf L, wobei gilt:
e Die Cy operiert durch Invertieren.

e Stabg, ({p1,...,pr}) ist der mengenweise Stabilisator von {p1,. .., pr} unter Konjuga-
tion.

Beweis. Dass die Gruppe auf £ operiert, ist klar (vgl. auch Aufzéhlung vor der Bemerkung).
Wir zeigen, dass Invertieren und Konjugation miteinander vertauschen. Sei dazu o € L
und g € Stabg,, ({p1,-..,pk}), dann gilt

(gog )t =go g,

folglich kommutieren Invertieren und Konjugieren. O

Wir mé6chten die Gruppenoperation aus Bemerkung 4.19 auf unser Beispiel aus Abschnitt
4.1.2 anwenden. Wenn wir dies z. B. mit GAP tun, erkennen wir, dass die beiden Spalten am
Ende von Abschnitt 4.1.2 die beiden Bahnen dieser Gruppenoperation sind.

An dieser Stelle (da wir GAP verwenden) ist es sinnvoll, sich kurz iiber die Berechnung
des Stabilisators Gedanken zu machen. Es ist in der Regel einfach, die Gruppe zu bestim-
men, die {p1, p2, p3} punktweise stabilisiert. Der mengenweise Stabilisator ist aufwendiger zu
berechnen. Ein Trick, den man zu Hilfe nehmen kann, ist die Berechnung des Normalisators.
Wir berechnen also den Stabilisator der Gruppe (p1, p2, p3) in der Sg und bestimmen den
mengenweisen Stabilisator nur in dieser kleineren Gruppe.

Die Gruppe aus Bemerkung 4.19 ist rein algebraisch motiviert und das Nachrechnen der
Operation verwendet nur gruppentheoretische Argumente. Da wir die Zykel aber geometrisch
interpretieren (als zyklische Reihungen von Fichern), kann man nach einer geometrischen
Interpretation dieser Gruppenoperation fragen.

Dazu starten wir mit dem mengenweisen Stabilisator Stabg,, ({p1, p2, p3}). Der Anschauung
halber ist es sinnvoll, zuerst eine Untergruppe davon zu untersuchen, ndmlich den element-
weisen Stabilisator der Menge {1, p2, p3}. Wir kénnen diese als Automorphismengruppe der
simplizialen Fldche auffassen, die jede Kantenfarbe invariant ldsst. Damit ergibt sich auch
die Interpretation des mengenweisen Stabilisators: Er enthélt auch jene Automorphismen, die
Farben vertauschen kénnen.

Wir sollten uns aber dariiber im Klaren sein, was wir hier mit ,, Automorphismen® meinen,
da wir diesen Begriff bislang nicht auf Faltkomplexe angewendet haben. Da wir an spéterer
Stelle daran interessiert sind, wie ein Automorphismus sich auf der gefalteten Struktur aus-
wirkt, formulieren wir diese so, dass wir die Kenntnis des Zielkomplexes nicht voraussetzen.

Definition 4.20 (induzierter Faltkomplex). Sei

F = ((’CZ)OS’LSnv =<, {Uf}fGICna {V[k]}kelcn,p {a[f]}fEICn)
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ein n—Faltkomplex und ¢ sei ein Komplez—Isomorphismus von ((K;)o<i<n, <) in sich selbst.
Dann induziert ¢ einen n—Faltkomplex

(F) = ((Kidosizns <~ {07} rercas iy Irercars 1007 rerca)
wie folgt:

e Es gilt x ~ y genau dann, wenn @(x) ~* o(y) gilt. Wir bezeichnen die ~*—Klasse von
z e Ui, Ki mit [z]*.

e Zu oy : SimplOrient(S<y) — {£1} definieren wir

0o py - SimplOrient(S5y(p)) — {£1}
ar op(p(a)).

e Zum Ficher vy : SimplOrient(S.p) — Zyk (Corz(k)) definieren wir

szp(k)}* : SimplOrient(Sﬂcp(k)]*) — Zyk (Corw(}-)(gp(k)))
t = on oy (e (1) o oy,

wobei @, als Element von Sym(K,,) aufzufassen ist.

e Definiere fiir jedes f € Ky

3{;(11)]* = {(90(9)759)’(%%) S a[f]}'

Wohldefiniertheit. Wir miissen nachweisen, dass wir hier tatséchlich einen n—Faltkomplex
geméf Definition 3.27 konstruiert haben.

Wir zeigen zuerst, dass ((K;)o<i<n, <, ~*) ein n-Uberlagerungskomplex ist. Es geniigt dazu,
die starke Abwirtskompatibilitit aus Bemerkung 2.18 nachzuweisen. Seien a,z,y € |J; K;
mit z ~* y und @ < x gegeben. Dann gelten ¢~ '(z) ~ ¢ !(y) und o~ '(a) < ¢ !(z).
GeméiB der starken Abwirtskompatibilitét gibt es genau ein b € |JIj K; mit ¢~ !(a) ~ b und
b < ¢~ (y), folglich hat genau ¢(b) die Eigenschaften a ~* ¢(b) und ¢(b) < y.

Als néchstes weisen wir nach, dass die simpliziale Oberfliche und die Fécher wohldefiniert
sind. Die Wohldefiniertheit der simplizialen Oberfléche folgt daraus, dass die Operationen von
 und der symmetrischen Gruppe vertauschen. Bei der Wohldefiniertheit der Fécher kommt
noch hinzu, dass Invertieren und Konjugation vertauschen.

Um die Eigenschaften eines n—Faltkomplexes aus Definition 3.27 nachzuweisen, benotigen
wir eine Hilfsaussage: Ist g der e;~Nachbar von f, dann ist ¢(g) der e~Nachbar von ¢(f).
Seien dazu f € K, und k € K,—1 mit &k < f gegeben. Sei (aq,...,a,+1) eine simpliziale
Orientierung von Ssy, sodass (a1, ...,a,) eine simpliziale Orientierung von Sy, ist. In der
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Notation von Definition 3.21 haben wir:

Do) = Doy (2(a1), ., (an))
= pnovp((al,...,an)) 0w,
= n oo ey

Goip) = 0pp((plar), ..., @(ant1))

=og((ar,...,ans1))

1

Folglich gilt
ef0r &
P (0(5) = (on 0 9 © 0V 7500 ()
ef0*
= (‘Pn oiy o ¢El> (e(f))

= (a9 ™) (1)
= ¢n(9)-

Damit folgen die Bedingungen zum Standardrand und zur Komplementaritit sofort.

Zum Nachweis der Fécherkompatibilitit nutzen wir, dass Konjugation im folgenden Sinne
mit der Reduktbildung vertréglich ist: Fiir eine zyklische Reihung pu : M — M und eine
Bijektion 5 : M — N, sowie eine Teilmenge T' C M gilt

BopursroB = (BouoB ) smr)-s1)-
Insgesamt ist damit gezeigt, dass ¢(F) tatséichlich ein n—Faltkomplex ist. O

Da wir in Definition 4.20 beschrieben haben, wie Automorphismen auf n—Faltkomplexe
wirken, konnen wir jetzt untersuchen, wie sich Faltungen unter Automorphismen verhalten.

Bemerkung 4.21. Seien F,G zwei n—Faltkomplexe tiber demselben homogenen n—Komplex
S und F sei eine Teilfaltung von G. Ist ¢ ein Komplex—Isomorphismus von S in sich, dann
ist o(F) eine Teilfaltung von p(G).

Gilt insbesondere p(F) = F (also falls ¢ einen Automorphismus induziert), dann ist F
Teilfaltung von ¢(G).

Beweis. Da sich alle Eigenschaften aus Definition 3.50 der Teilfaltung durch Anwenden von
@ libertragen, folgt die Behauptung. O

Wir haben also geklart, dass wir den Stabilisator aus der Gruppenoperation von Bemerkung
4.19 als Automorphismengruppe des Komplexes interpretieren kénnen. Damit verbleibt die
Interpretation des Invertierens. Diese erschliefft sich, wenn man sich daran erinnert, dass
die 8Zykel zu Fachern gehéren und mit der Definition 3.7 der Fécher vergleicht. Dort ist
das Invertieren der zyklischen Reihungen mit einer Anderung der simplizialen Orientierung
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verkniipft. Wir konnen die Invertierungsoperation also als eine Invertierung der ,,globalen
Orientierung des Raums® auffassen. Diese Perspektive erklart auch, warum die Cy immer auf
der Losungsmenge operiert — sie hiéingt nur vom Fehlen einer kanonischen Orientierung ab,
nicht von speziellen Eigenschaften des Komplexes.

4.1.4 Tatsachliche Faltung

Wir haben in Abschnitt 4.1.2 damit begonnen, alle Faltungen eines konkreten Torus auf
ein Dreieck zu bestimmen. In Abschnitt 4.1.3 haben wir die méglichen Faltungen mit einer
Gruppenoperation strukturiert und in Bemerkung 4.21 gezeigt, dass wir nur einen Vertreter
jeder Bahn untersuchen miissen. In diesem Abschnitt werden wir aus Vertretern der beiden
Bahnen, die in unserem Beispiel vorliegen, tatsdchliche Faltungen konstruieren. Wir wéhlen
diese beiden Vertreter zur genaueren Untersuchung!®:

(1,4,3,2,7,6,5,8) (1,4,3,2,5,8,7,6)

Wir wollen aus jedem dieser Zykel alle 2-Faltkomplexe G konstruieren, sodass der Torus aus
Beispiel 4.18 eine Teilfaltung von G ist. Dann kénnen wir mit Bemerkung 4.21 alle weiteren
moglichen Faltungen durch die Anwendung der Gruppe aus Bemerkung 4.19 bestimmen.

Formulieren wir die Problemstellung prazise: Wir wollen auf Basis des geschlossenen ho-
mogenen 2-Komplexes (mit gegebener simplizialer Oberfliche) aus Beispiel 4.18

\
4

\
4

einen 2-Faltkomplex erzeugen, der nur eine Fldchendquivalenzklasse besitzt und einen der
obigen 8Zykel als zyklische Reihung hat. Da der Komplex 3—férbbar ist, liefert die Fér-
bungsiiberlagerung (Definition 2.58) den gewiinschten 2-Uberlagerungskomplex.

v

v

15Wihrend die Wahl eigentlich beliebig ist, wihlen wir die Vertreter so, dass die resultierenden Faltungen
moglichst einfach mit unserer Darstellung des Torus erkennbar sind.
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Wir priifen Definition 3.27 von Faltkomplexen, um herauszufinden, welche Informationen wir
noch benétigen, um die Farbungsiiberlagerung zu einem 2-Faltkomplex zu ergénzen:

1. Die drei Fécher fiir die drei Kantenklassen.
2. Die beiden Randstiicke.

3. Die Standardridnder miissen Randstiicke sein.
4. Die Féacher miissen kompatibel sein.

Bearbeiten wir diese Bedingungen Stiick fiir Stiick. Die Fécher legen wir fest, indem wir
die zyklischen Reihungen beziiglich der induzierten Kantenorientierungen des Dreiecks in
der letzten Abbildung angeben. Diese sind alle gleich einem unserer 8-Zykel (womit wir
automatisch die Kompatibilitéit garantiert haben). Dabei spielen die genauen Orientierungen
im Torus keine Rolle, da die zyklischen Reihungen dort selbstinvers sind.

Da es nur eine Flichenklasse gibt, haben wir keine Standardrénder, weswegen wir bei
der Festlegung der beiden Randstiicke nur darauf achten miissen, dass diese komplementér
sind. Jedes solche Paar liefert dann einen giiltigen 2-Faltkomplex G. Da es bei acht Fliachen
genau 16 Oberflichen gibt und diese paarweise komplementér sind, haben wir acht mégliche
Randstiick—Paare. Wir mochten diese ungern alle separat berechnen.

Wir zeigen daher, dass wir aus jedem einzelnen solchen 2—Faltkomplex jeden anderen her-
stellen konnen. Dazu entfalten wir an den beiden Oberfléchen, die spdter Randstiicke werden
sollen, und falten die beiden vorherigen Randstiicke zusammen. Dass dieser Prozess funktio-
niert, weisen wir in Lemma 4.22 nach.

Lemma 4.22. Sei F ein 2-Faltkomplex mit genau einer Flichendquivalenzklasse [f] = Ka.
Weiter seien die Oberfidchen (a,e4), (b, ep) komplementir und keine Randstiicke. Dann gilt:

Die primitive Entfaltung von F an (a,e,) und (b, €p) ist ein 2-Faltkomplex, dessen primitive
Faltung an 8[];] ein 2-Faltkomplex ist, der sich von F nur in den Randstiicken unterscheidet
(dieser hat (a,e,) und (b,ep) als Randstiicke).

Beweis. Da wir von einer primitiven Entfaltung in zwei Mengen sprechen, geniigt es, eine
einzige Grenzziehung anzugeben, um die Bedingung aus Lemma 3.62 zu erfiillen. Da die
beiden neuen Oberflichen komplementér sind, liegen sie in verschiedenen Komponenten. Alle
angrenzenden Flachen sind dadurch festgelegt.

Definition 3.31 garantiert dann sofort das Zusammenfalten. O

Gemifl Lemma 4.22 geniigt es also, die Faltung fiir ein einzelnes komplementéires Paar zu
bestimmen. Da sich dquivalente Flichen in der Einbettung nicht unterscheiden lassen, haben
wir eine Einbettung gefunden, sobald wir ein einzelnes Dreieck eingebettet haben. Damit ist
zwar den Formalititen geniige getan, aber wir wiirden trotzdem gerne eine Anschauung dafiir
haben, wie sich die beiden Bahnen voneinander unterscheiden.

Dazu starten wir mit dem Torusnetz (ohne Identifikationen) und falten dieses. Dabei
miissen wir darauf achten, dass am Ende die zu identifizierenden Kanten an denselben Stel-
len liegen und sich keine Uberschneidungen ergeben. Wenn wir aber einen unserer 8 Zykel
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nehmen, garantiert uns dieser die Uberschneidungsfreiheit. Folglich miissen wir nur eine Fal-
tung konstruieren, die diese beiden Reihenfolgen generiert. Man konnte dazu jedes Dreieck
nacheinander falten, verliert aber schnell die Ubersicht. Es ist in der Regel sinnvoller, entlang
mehrerer Kanten gleichzeitig zu falten. Leider haben wir noch kein allgemeines Verfahren
entwickelt, das eine solche Faltfolge bestimmt. Daher begniigen wir uns mit der Angabe der
beiden verschiedenen Faltungen, die durch die Zykel

(1,4,3,2,7,6,5,8) (1,4,3,2,5,8,7,6)

in diesem Beispiel beschrieben werden. Wir starten mit dem Torus

\
7

\
4

und falten die oberen vier Flachen auf die unteren vier Fliachen. Damit erreichen wir den
folgenden Zustand,

in dem die dufleren beiden vertikalen Strecken identifiziert werden miissen. Dabei stellen wir
uns vor, ,,von oben®“ auf das Muster hinabzuschauen. Die Beschriftungen der Dreiecke geben
an, in welcher Reihenfolge die urspriinglichen Dreiecke liegen. Beispielsweise ist der Eintrag
des Dreiecks oben links so zu lesen, dass das Dreieck mit der Nummer 7 oben liegt und das
mit der Nummer 6 darunter.

Als néchstes falten wir die rechten beiden Dreiecke auf die linken beiden Dreiecke (die
rechten Dreiecke sollen oben liegen). Dabei invertiert sich deren Reihenfolge und wir erhalten

S N NW
Tl 00

An dieser Stelle sind alle Identifikationen des Torus erfolgt. Es gibt also eine Einbettung dieses
Torus mit zwei Dreiecksklassen. Falten wir jetzt das obere linke Dreieck auf das untere rechte
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Dreieck, erhalten wir die Flichenabfolge (6,7,2,3,4,1,8,5), die bis auf Invertieren unserem
ersten Zykel entspricht.

Kommen wir nun zum anderen Zykel (1,4,3,2,5,8,7,6). Wir fithren wie vorhin die Faltung
an der horizontalen Mittellinie aus und erhalten:

oo
—

Als n#chstes falten wir das obere rechte Dreieck entlang der rechten diagonalen roten Kante
auf das benachbarte Dreieck und das obere linke Dreieck entlang der linken diagonalen blauen
Kante unter das benachbarte Dreieck. Damit erhalten wir

Ut 0 = O
N W s

Es muss noch eine Identifikation getétigt werden — die urspriinglich vertikalen Kanten liegen
beide horizontal (und nicht aufeinander). Wenn wir das linke Dreieck auf das rechte Dreieck
falten, erhalten wir genau den geforderten 8Zykel (5,8,7,6, 1,4, 3,2) als Fldchenreihenfolge.

Da es genau zwei Bahnen unter der Operation aus Bemerkung 4.19 gibt, sind diese beiden
Faltungen (bis auf Automorphie) die einzigen moglichen Faltungen dieses Musters auf ein
Dreieck, die eine iiberschneidungsfreie Identifikation der entsprechenden Kanten ermoglichen.

4.1.5 Maximale Einbettung

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass wir den Torus aus Abschnitt 4.1.2 im We-
sentlichen auf zwei verschiedene Weisen auf ein Dreieck zusammenfalten kénnen. Eine davon
erlaubte sogar eine Einbettung mit zwei Dreiecken. Da allein aufgrund der Randidentifika-
tionen die Fliachen aus {1,4,5,8} und {2,3,6,7} paarweise Anomalien bilden, gibt es keine
Einbettung mit mehr Dreiecken. Damit liefert die Anzahl der Flidchenanomalieklassen eine
obere Schranke fiir die Anzahl der Dreiecke, mit denen man die Struktur einbetten kann.
Diese muss natiirlich nicht angenommen werden, wie z. B. Faltkomplexe demonstrieren, die
sich nicht einbetten lassen. Das einfachste Beispiel hierzu bilden alle anomaliefreien Triangu-
lierungen einer projektiven Ebene. Keine davon kann in den R? eingebettet werden, da sie
alle topologisch zur projektiven Ebene dquivalent sind.

In diesem Abschnitt skizzieren wir, wie man aus einer gefundenen Einbettung eine mit
moglichst vielen Dreiecken konstruiert. Dazu starten wir mit einer bestehenden Einbettung
(z.B. aus Abschnitt 4.1.4) und versuchen diese zu entfalten, ohne Anomalien zu erzeugen.
Das Verfahren garantiert nicht, dass diese Entfaltung selbst eingebettet werden kann.
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Um keine neuen Anomalien einzufiihren, lassen wir die Entfaltung eines Faltplans nur dann
zu, wenn jede Menge aus der Spaltungspartition der primitiven Entfaltung von Grad 2 eine
Vereinigung von Anomalieklassen ist (im Sinne von Definition 2.52).

Betrachten wir exemplarisch die beiden Einbettungen aus Abschnitt 4.1.4. Wir haben die
Anomalieklassen {1,4,5,8} und {2, 3,6, 7}. Wir betrachten die erste Einbettung mit der F1&-
chenreihenfolge

5<8<KI<4<3I<2LT<6

Man erkennt sofort die mdogliche Spaltung in 5 < 8 < 1 <4 und 3 < 2 < 7 < 6, die mit
den Anomalieklassen kompatibel ist. Man sieht auch, dass diese Eigenschaft nicht unter der
Anwendung von Lemma 4.22 invariant ist, da eine alternative Reihenfolge

1<4<3<2<7<6<5<8

nicht aufgespalten werden kann.
Die andere Einbettung hat die lineare Ordnung

2<3<4<1<6<T7<8<5,

und man erkennt, dass sich die Anomalieklassen so abwechseln, dass wir keine Einbettung
dieser Aquivalenzklasse entfalten konnen.

4.1.6 Orientierbarkeit

Wir haben in Abschnitt 4.1.1 herausgefunden, auf welche Weisen man einen geschlossenen
Flachenkomplex auf ein Dreieck zusammenfalten kann. Diese abstrakte Charakterisierung
haben wir in Abschnitt 4.1.2 am Beispiel eines Torus konkret ausgefithrt. Wihrend wir uns
in den Abschnitten 4.1.3, 4.1.4 und 4.1.5 mit weiteren Eigenschaften der Losungen beschéftigt
haben, wollen wir uns jetzt mit der Bestimmung dieser Losungen befassen.

Um die gesuchten Zykel ¢ zu bestimmen, ist die Gruppentheorie nicht gut ausgestattet.
Wir moéchten daher die Kreisdarstellung verwenden, um die Berechnung der o ein wenig zu
beschleunigen. Bevor wir unseren Algorithmus in Abschnitt 4.1.7 vorstellen, miissen wir uns
aber ndher mit der Struktur der Kreisdarstellung auseinandersetzen, da diese zentral fiir den
Algorithmus sein wird. Das Hauptergebnis dieses Abschnitts wird sein, dass nur orientierbare
Fldachenkomplexe auf ein Dreieck zusammengefaltet werden kénnen.

Die grundlegende Idee ist, alle moglichen iiberschneidungsfreien Kreisdarstellungen direkt
am Kreis zu konstruieren. Dabei féllt auf, dass wir nicht jeden Punkt aus {ez’”'% |0 <k <2n}
mit jedem anderen verbinden kénnen, was wir in Bemerkung 4.23 festhalten.

Bemerkung 4.23. Sei Ty eine Strecke aus einer tiberschneidungsfreien Kreisdarstellung be-
ziiglich v : {1,...,2n} — C. Dann gilt y = 25 1 mit ungeradem k.

Beweis. Nach Voraussetzung an ¢ gibt es ein k € Z mit y = 2ming .
Die Strecke zerlegt den Kreis in genau zwei Zusammenhangskomponenten. Auf dem Rand

von einer davon liegen genau die folgenden Punkte aus dem Bild von ¢:

{e2™i2ag|0 < 1 < k)
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Je zwei davon miissen durch eine Strecke verbunden sein, daher muss die Anzahl der Elemente
dieser Menge gerade sein. Daher muss k ungerade sein. ]

Damit verbinden Strecken in einer Kreisdarstellung nur Punkte, zwischen denen ein Winkel
%’k mit ungeradem k liegt. Man kann sich fragen, ob jedes beliebige k, das y = 2oy 1 erfiillt,
ungerade sein muss. Da wir stets eine gerade Zahl von Punkten (ndmlich 2n) vorliegen haben,
ist das der Fall. Folglich kénnen wir in Definition 4.24 von einem ungeraden Abstand sprechen,

auch wenn wir keinen Abstandsbegriff auf dem Kreis definiert haben.

Definition 4.24 ((un)gerader Abstand). Sei ¢ : {1,...,2n} — C wie in Definition 4.7
gegeben. Fir zwei Elemente a,b € {1,...,2n} gibt es ein k € Z mit

W(y) = 2% u(x).

Falls k gerade ist, haben a und b geraden Abstand (beziiglich 1), andernfalls ungeraden
Abstand (beziiglich v).

Beweis. Das k ist bis auf Vielfache von 2n eindeutig festgelegt. Die Addition mit einer geraden
Zahl &ndert den Rest modulo 2 nicht. O

Sobald man den Begriff eines geraden Abstands vorliegen hat, ldsst sich leicht sehen, dass
die Mengen der Elemente mit geradem Abstand zueinander Aquivalenzklassen bilden. Diese
Erkenntnis halten wir in Bemerkung 4.25 fest.

Bemerkung 4.25. Sei . : {1,...,2n} — C wie in Definition 4.7 der Kreisdarstellung gege-
ben. Dann gibt es eine Aquivalenzrelation mit genau zwei Aquivalenzklassen auf {1,...,2n},
die wie folgt definiert ist:

e a und b heiffen genau dann dquivalent, wenn sie geraden Abstand beziiglich 1 haben.

Wir wenden dieser Erkenntnisse in Folgerung 4.26 auf die Situation aus Abschnitt 4.1.1
an, wo wir zu drei fixpunktfreien Involutionen {p1, p2, ps} eine Kreisdarstellung suchen, die
beziiglich jedes p; {iberschneidungsfrei ist.

Folgerung 4.26. Sei eine Kreisdarstellung beziiglich v : {1,...,2n} — C gegeben, die fiir
jede fixpunktfreie Involution in {p1,...,pm} mit p; € Say, tberschneidungsfrei ist.

Falls fir a,b € {1,...,2n} die Beziehung p;j(a) =b (fir ein 1 < j < m) gilt, dann haben a
und b ungeraden Abstand beziiglich .

Da a und p;(a) niemals in derselben Aquivalenzklasse liegen (fiir alle a € {1,...,2n} und
1 < j < m), lassen sich die Aquivalenzklassen aus den p; rekonstruieren, falls (p1,..., pm)
transitiv auf {1,...,2n} operiert. Insbesondere hingen die Aquivalenzklassen dann nur von
den gruppentheoretischen Eigenschaften der p; und nicht von der konkreten Abbildung ¢ ab.

Wenn es also nicht maoglich ist, {1,...,2n} so in zwei Mengen zu zerlegen, dass a und p;(a)
fiir alle @ € {1,...,2n} und 1 < j < m in verschiedenen Aquivalenzklassen liegen (was wir
allein mithilfe der p; iiberpriifen konnen), kann es keine Kreisdarstellung geben, die beziiglich
aller p; iiberschneidungsfrei ist.
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Wir versuchen, diese gruppentheoretische Bedingung geometrisch zu verstehen. Die Vo-
raussetzung dafiir, dass die p; die Aquivalenzklassen eindeutig festlegen, ist die Transitivitiit
der Operation von (p1,...,pm) auf {1,...,2n}. Wir starten damit, diese Transitivitit geo-
metrisch zu interpretieren. Da die p; durch die Kantenklassen der Fliche induziert werden,
operiert (p1, p2, p3) genau dann transitiv auf den Flidchen, wenn es zu je zwei Flachen f und
g eine Folge von Flachen

f=hfos s fm=g

gibt, sodass f; und f;1 fiir alle 1 <4 < m eine Kante gemeinsam haben. Damit stofflen wir
auf das Konzept des Wegzusammenhangs.

Definition 4.27 (Wegzusammenhang). Sei S ein n—Uberlagerungskomplex. Eine Folge

f17f27"'afm

mit fj € Kn/ ~ heifit Weg (zwischen f1 und fn,), falls Sgy; und Sy, fir alle1 <j <m
eine (Kn—1/ ~)-Klasse gemeinsam haben.

Falls es zu je zwei f,g € Ky/ ~ einen Weg zwischen f und g gibt, heifst S wegzusam-
menhdngend.

Wir bemerken, dass zwei Flachen, die nur eine Ecke, aber keine Kante gemeinsam haben,
noch nicht automatisch wegzusammenhingend sind. Das Konzept des Wegzusammenhangs
unterscheidet sich daher vom iiblichen Zusammenhangsbegriff simplizialer Komplexe.

Wir haben es geschafft, die Transitivitdt der Operation von (p1,...,pm) auf {1,... 2n}
geometrisch als Wegzusammenhang des Flachenkomplexes zu interpretieren. Als néchstes
mochten wir die Aquivalenzrelation der geraden Absténde aus Bemerkung 4.25 auf geschlos-
sene Flidchen iibertragen. Wir suchen alle wegzusammenhéngenden geschlossenen Flichen-
komplexe, deren Flichen in zwei Aquivalenzklassen zerfallen, wobei zwei Elemente derselben
Klasse niemals benachbart sind. In Lemma 4.28 beschreiben wir diese Fléchenkomplexe durch
eine Bedingung an die Wege des Flachenkomplexes.

Lemma 4.28. Sei F ein wegzusammenhdngender geschlossener Fldachenkomplex. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Es gibt eine Aquivalenzrelation mit genau zwei Aquivalenzklassen auf Ko, sodass be-
nachbarte Fldchen nicht dquivalent sind.

2. Fir je zwei Flichen f,g € Ko/ ~ haben die Wege zwischen diesen Flichen entweder
alle gerade oder alle ungerade Linge.

Beweis. Zeige zuerst die Richtung (2) = (1). Definiere die Aquivalenzrelation wie folgt: f
und g seien dquivalent, wenn alle Wege zwischen ihnen gerade Lange haben. Da benachbarte
Flichenklassen damit in verschiedenen Aquivalenzklassen liegen, gibt es mindestens zwei
Aquivalenzklassen. Da ein Weg entweder gerade oder ungerade Linge hat, gibt es maximal
zwei Aquivalenzklassen.

Zeige nun die andere Richtung. Seien My und M; die beiden Aquivalenzklassen. Wihle ein
beliebiges f € My. Dann gilt nach Annahme, dass alle g € Ko, die zu f benachbart sind,
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in M liegen (es gibt einen Weg der Linge 1 zwischen ihnen). Iterativ zeigt man, dass ein
h € Ko, zu dem es einen Weg gerader Lange gibt, in M liegt. Wenn der Weg ungerade Lénge
hat, liegt es in M;. Da h nicht in beiden Klassen liegen kann, miissen die Wege zwischen f
und h entweder alle gerade oder alle ungerade Lénge haben. O

Da die Zerlegung der Flichen in zwei Aquivalenzklassen, bei denen benachbarte Flichen
nicht dquivalent sind, eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer iiberschneidungsfreien
Kreisdarstellung ist, haben wir diese Bedingung mit Lemma 4.28 geometrisch interpretiert.
Allerdings ist es sehr aufwendig, diese Bedingung zu iiberpriifen, da wir alle Wege untersuchen
miissen. Daher versuchen wir, diese Eigenschaft pragnanter zu formulieren.

Dazu betrachten wir zwei benachbarte Dreiecke in der Ebene, zusammen mit ihrer 3—Fér-
bung.

oc

b

Wir suchen nach einer Eigenschaft, die auf jedem der Dreiecke genau zwei Werte annehmen
kann und bei beiden Dreiecken verschieden ist. Eine solche Eigenschaft ist durch die induzierte
Orientierung der Ebene gegeben, die wir innerhalb jedes Dreiecks als zyklische Reihenfolge
der Ecken verstehen kénnen.

b

Die simpliziale Orientierung des linken Dreiecks induziert den 3—Zykel (r,b, g), wihrend die
simpliziale Orientierung des rechten Dreiecks den 3-Zykel (r,¢,b) induziert. Diese beiden
Zykel sind invers zueinander. Da es genau zwei mogliche 3-Zykel in einer Menge von drei
Elementen gibt, erfiillt die Wahl dieser Zykel unsere geforderten Bedingungen.

Wir miissen uns also klar werden, was es bedeutet, die simplizialen Orientierungen der
Dreiecke in dieser Weise zu wahlen. Wenn die simplizialen Orientierungen von zwei benach-
barten Dreiecken immer in dieser Art vorliegen, haben wir die gesamte Fliache orientiert. Den
Begriff der Orientierbarkeit fithren wir in Definition 4.29 ein.

Definition 4.29 (Orientierbarkeit). Sei S = ((Ko, K1, K2), <) ein simplizialer Flichenkom-
plex. Eine simpliziale Oberfliche {0} ek, heifit Orientierung von S, falls fir jedes Paar
benachbarter Flichen f,g € Ko und k € K1 mit k < f und k < g folgendes gilt:
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o Es gibt simpliziale Orientierungen (ai,az,a3) € SimplOrient(Ssy) und (by, b2, b3) €
SimplOrient(S<y) mit o¢((a1,a2,a3)) =1 = 04((b1,b2,b3)), sodass (a1, az) und (b1, bs)
verschiedene simpliziale Orientierungen von Sgi sind.

Falls eine solche Orientierung existiert, heiffit S orientierbar, sonst nicht orientierbar.

In dieser Definition setzen wir benachbarte simpliziale Orientierungen dadurch in Relation,
dass wir sie auf der verbindenden Kante untersuchen. Man kann sie auch dadurch festlegen,
dass man die Oberflichen benachbarter Flidchen in Relation setzt. Dass unsere Definition
auch diese Situation beschreibt, zeigt Folgerung 4.30:

Folgerung 4.30. Sei S = ((Ko, K1, K2), <) ein Flichenkomplex mit Orientierung {0y} rexc,-
Dann gilt fiir benachbarte Flichen f,g € Ka, dass (f,+1) und (g,+1) komplementir sind,
ebenso wie (f,—1) und (g,—1) (im Faltkomplex, der in Bemerkung 4.6 beziglich dieser Ori-
entierung definiert ist).

Beweis. Sei k € K1 mit k£ < f und k£ < g. Seien simpliziale Orientierungen (k1,k2,a) €
SimplOrient(S<f) und (k1, k2, b) € SimplOrient(S<,) gegeben, sodass (k1, k2) eine simpliziale
Orientierung von Sgy ist. Geméfl Definition 3.24 der Komplementaritdt miissen wir nach-
weisen, dass of((k1,k2,a)) # o4((k1,k2,0)) gilt. Dies ist aber klar: Galte hier Gleichheit,
so miissten nach Definition 4.29 (k1,k2) und (k1, k2) verschiedene Orientierungen von Sy
sein. [

Wir haben also festgestellt, dass wir die Wegldngenbedingung aus Lemma 4.28 auch da-
durch beschreiben kénnen, dass der Fldchenkomplex orientierbar ist. Das halten wir in Satz
4.31 fest.

Satz 4.31. Sei F ein geschlossener Flichenkomplex, der sich auf ein Dreieck zusammenfalten
ldasst. Dann ist F orientierbar.

Beweis. Wir betrachten ohne Einschrankung jede Wegzusammenhangskomponente separat.
Auf jeder solchen operiert die Gruppe (p1, p2, p3), die von den fixpunktfreien Involutionen der
Kanten erzeugt wird, transitiv auf den Flichen der Komponente. Da sich der Fldchenkomplex
auf ein Dreieck zusammenfalten lisst, gibt es gemiB Folgerung 4.26 eine Aquivalenzrelation
mit genau zwei Aquivalenzklassen auf den Flichen, bei der benachbarte Flichen niemals
dquivalent sind.

Wir zeigen, dass eine solche Aquivalenzrelation eine Orientierung des Flichenkomplexes
induziert. Wir legen fiir eine Fldche einen 3-Zykel der Farbmenge fest. Jeder Fliche mit
geradem Abstand von dieser Fliche ordnen wir denselben Zykel zu, allen anderen dessen
Inverses (gem#f Lemma 4.28 ist diese Konstruktion wohldefiniert).

Wir konstruieren aus dieser Zuordnung eine simpliziale Oberfldche, die wir spéter als Ori-
entierung erkennen werden. Sei dazu f € Ky eine Flidche und z der gewéhlte 3—Zykel fiir f.
Jede simpliziale Orientierung a € SimplOrient(Fy) induziert einen 3-Zykel auf der Ecken-
menge {p € Ko | p < f}, also auch auf der Farbmenge (indem jeder Punkt durch seine Farbe
ersetzt wird). Wir definieren die Abbildung o der simplizialen Oberfliche dann wie folgt:

o : SimplOrient(FLf) — {£1}

+1 a induziert z
a _ _ .
—1 @ induziert z—
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Dadurch ist eine simpliziale Oberfliche {0} ek, definiert.

Wir zeigen jetzt, dass diese simpliziale Oberfliche auch eine Orientierung des Flichenkom-
plexes ist. Seien also zwei Flédchen f, g € Ko gegeben, die entlang der Kante k£ € X1 benachbart
sind. Die Eckpunkte der Kante seien mit den Farben o und g gefdrbt, die dritte Farbe sei
~. Ohne Einschrinkung sei f der 3-Zykel z zugeordnet, der z(«) = f erfiillt. Damit gibt es
eine simpliziale Orientierung a € SimplOrient(F<f) mit of(a) = 1, die zum Tripel (a, 3,7)
korrespondiert. Da g der 3-Zykel z~! zugeordnet ist, gibt es fiir diesen ebenso eine simpliziale
Orientierung b € SimplOrient(F<,) mit 04(b) = 1, die das Tripel (5, a,y) induziert. Folglich
ist {of} ek, eine Orientierung des Flichenkomplexes. O

Wir werden die strukturellen Einsichten dieses Abschnitts als Voraussetzungen im Algo-
rithmus des néchsten Abschnitts 4.1.7 verwenden.

4.1.7 Algorithmisches Vorgehen

Wir haben im letzten Abschnitt damit begonnen, strukturelle Eigenschaften der Kreisdar-
stellung zu bestimmen. Unser Ziel war die Konstruktion eines Algorithmus, der die Losungen
fiir das Problem aus Abschnitt 4.1.1 auf Basis der Kreisdarstellung bestimmt.

Das zentrale Resultat aus Abschnitt 4.1.6 ist Satz 4.31, der aussagt, dass ein geschlossener
Flachenkomplex, der sich auf ein Dreieck falten ldsst, orientierbar sein muss. Damit haben
wir neben der 3—Farbbarkeit eine weitere notwendige Bedingung, die wir iiberpriifen kénnen,
bevor wir mit der Losungssuche beginnen.

Damit die Orientierbarkeit mehr als eine geometrische Eigenschaft ist, miissen wir uns
genauer mit der Problemformulierung aus Abschnitt 4.1.1 befassen. In dieser sind fixpunkt-
freie Involutionen pi, p2, p3 € Sa, gegeben, zu denen wir einen 2n—Zykel o suchen, dessen
Kreisdarstellung beziiglich jedes p; mit 1 < j < 3 {iberschneidungsfrei ist.

Wir haben im letzten Abschnitt eingesehen, dass die Orientierbarkeit des Flidchenkomplexes
gleichbedeutend zur Existenz einer Aquivalenzrelation mit genau zwei Aquivalenzklassen auf
den Fldchen {1,...,2n} ist, sodass benachbarte Flichen nie dquivalent sind. Diese Aquiva-
lenzklassen kénnen wir daher allein aus der Kenntnis der p; bestimmen. Da es sich bei dieser
Aquivalenzrelation um die Relation , haben geraden Abstand aus Bemerkung 4.25 handelt,
miissen die Elemente aus den beiden Aquivalenzklassen in jedem 2n-Zykel o alternieren.

Um diese Erkenntnis nutzbar zu machen, verwenden wir die Gruppenoperation auf dem
Losungsraum aus Abschnitt 4.1.3. Dort hatten wir gesehen, dass der mengenweise Stabi-
lisator Stabg,, ({p1,p2,p3}) (den wir als eine Automorphismengruppe erkannt haben) auf
dem Losungsraum durch Konjugation operiert. Diese Gruppe operiert auch auf den Fléchen
{1,...,2n} durch Anwenden. Da benachbarte Flichen unter Automorphismen benachbart
bleiben, bleiben die beiden Aquivalenzklassen unter dieser Operation fest oder werden ver-
tauscht (sie bilden also ein Blocksystem dieser Operation).

Wir betrachten jetzt den Stabilisator eines Blocks und bestimmen die Bahnen dieses Stabi-
lisators auf den n—Zykeln dieses Blocks (wobei wir auch Invertieren zulassen). Wenn wir einen
Vertreter aus einer Bahn wahlen, legt dieser bereits die Halfte der Punkte in der Kreisdar-
stellung von o fest. Auf Basis der Uberschneidungsfreiheit der Kreisdarstellung bestimmen
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wir die iibrigen Punkte mit einem Backtrack—Algorithmus, den wir an unserem Beispiel aus
Abschnitt 4.1.2 demonstrieren. Dort hatten wir drei Involutionen gegeben:

4

PR
p1 o= (1,2)(3,4)(5,6)(7,8) 7 2

p2 = (1,4)(2,7)(3,6)(5,8) 6 3

p3 = (1,8)(2,3)(4,5)(6,7) 5| 4

Mit unserer Namensgebung entsprechen die Blocke den geraden Zahlen {2, Zl, 6,8} und den
ungeraden Zahlen {1, 3,5, 7}. Der Blockstabilisator ist die Diedergruppe mit 8 Elementen, die
von den Zykeln (1,3,5,7) und (3,7) erzeugt wird. Es gibt genau sechs 4—Zykel auf {1,3,5,7},
die unter der Operation des Blockstabilisators in zwei Bahnen zerfallen:

{(1,3,5,7),(1,7,5,3)} {(1,3,7,5),(1,7,3,5),(1,5,3,7),(1,5,7,3)}
Wir starten mit dem Zykel (1, 3,5, 7), der die folgende unvollstindige Kreisdarstellung liefert:

-3 -

{2,4,6,8}  {2,4,6,8}
5 1

\
\

!
/

{2,4,6,8}  {2,4,6,8}
S

Dabei stellen die Mengen dar, dass an diesen Stellen jedes Element der Menge stehen kénnte.
Wir betrachten den Fall, dass zwischen 1 und 3 (also im Nord-Osten) eine 2 steht und tragen
die Strecken der Involution (1,4)(2,7)(3,6)(5,8) — soweit es moglich ist — ein:

-3
{4,6,8} P
5 1
{4,6,8} {4,6,8}
L

Da der 8-Zykel iiberschneidungsfrei beziiglich (1,4)(2,7)(3,6)(5, 8) sein muss, diirfen sich die
Strecken, die die Involution induziert, gemafl Lemma 4.9 nicht schneiden. Daher muss 1 mit
der Position im Siid—Osten, zwischen 1 und 7, verbunden sein. Dort muss also eine 4 stehen.
Ebenso kénnen wir schlieflen, dass die Positionen im Westen nur von den Partnern der Punkte
3 und 5 besetzt sein kénnen, also 6 und 8.
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{6,8} 2

) 1

{6,8} 4
S

3

{6,8} TS

{6, 8} 4
R

Da die iibrigen Strecken die bereits bestehenden nicht schneiden kénnen, muss 1 mit der
Position im Nord—Westen verbunden sein, wo also 8 stehen muss. Ebenso argumentiert man,
dass die 6 im Siid—Westen stehen muss. Wir erhalten also die vollstéandige Kreisdarstellung;:

Dies liefert den 8-Zykel (1,2,3,8,5,6,7,4), der eine giiltige Losung ist (dazu muss man
iiberpriifen, ob er beziiglich allen drei Involutionen tiberschneidungsfrei ist).

Analog (durch Einsetzen verschiedener Zahlen fiir die Position im Nord-Osten zwischen
1 und 3) erhélt man die Zykel (1,4,3,2,5,8,7,6), (1,6,3,4,5,2,7,8) und (1,8,3,6,5,4,7,2).
Dieses Verfahren funktioniert aber nicht immer. Das wird von der folgende Konfiguration des
4-Zykels (1, 3,7,5) demonstriert, bei dem wir mit den Involutionen (1,2)(3,4)(5,6)(7,8) und
(1,8)(2,3)(4,5)(6,7) die Moglichkeiten einschranken.
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(4,8} 1 {4,8} (4,8} ﬁ/{2}

~

5 -

Es gibt keine Position, an der sich die 2 befinden kénnte. Durch solche Phénomene kann es
auch vorkommen, dass ein mit dieser Methode berechneter Zykel ungiiltig ist — da es sinnvoller
ist, moglichst wenige Involutionen zu betrachten, kénnten wir einen solchen Widerspruch
iibersehen.

Wihrend dieses Algorithmus die Komplexitdt des Problems nicht verdndert, verringert er
die Laufzeit in der Praxis aber erheblich. Insbesondere dadurch, dass wir nur noch alle n—
Zykel anstatt aller (2n)-Zykel durchlaufen, sorgt fiir einen gewaltigen Geschwindigkeitsschub.
Es wiére schon, sich auch diese Berechnung zu sparen oder einen Zusammenhang zwischen den
Positionen der geraden und der ungeraden Zahlen zu finden. Bei beidem hatten wir bislang
aber keinen Erfolg.

4.2 Uberlagerung einiger ebener Gitter

Wir haben zu Beginn von Kapitel 4 eingesehen, dass es sehr schwierig ist, allgemeingiiltige
und nicht—triviale Aussagen iiber das Einbettungsproblem zu treffen. Wir haben uns daher
in Abschnitt 4.1 zunéchst nur mit der Frage beschéftigt, wann sich ein geschlossener Fliachen-
komplex auf ein Dreieck zusammenfalten ldsst und erkannt, dass bereits in diesem einfachen
Problem eine grofie Menge an Struktur enthalten ist.

Eine etwas allgemeinere Frage als ,,Kann man auf ein Dreieck zusammenfalten?* wére, ob
man so falten kann, dass der resultierende 2—-Faltkomplex in einer Ebene liegt. Im Allgemeinen
ist auch das ein schwierige Frage, die davon abhéngt, welche Winkel man fiir die Dreiecke im
2-Faltkomplex wahlt. Wir werden in diesem Abschnitt zwei generische Fille présentieren, in
denen sich die Frage nach einer solchen ebenen Einbettung auf die Frage nach der Faltbarkeit
auf ein Dreieck reduziert.

Im ersten dieser Fille beschéftigen wir uns mit Mustern die nur aus gleichseitigen Drei-
ecken bestehen. Die formale Beschreibung dieses Szenarios mit 2-Faltkomplexen liefern wir
in Abschnitt 4.2.1. Wir werden feststellen, dass die Betrachtung unendlicher Faltungen fiir
den allgemeinen Nachweis der Faltbarkeit niitzlich ist. Aus diesem Grund werden wir uns
in Abschnitt 4.2.2 mit diesen beschiftigen und eine unendliche Faltung des hexagonalen
Musters konkret ausfithren. Unter Verwendung der Automorphismengruppe werden wir in
Abschnitt 4.2.3 nachweisen, dass wir damit alle unendlichen Faltungen ausfithren kénnen, die
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wir bendtigen, damit wir jedes ebene Muster aus gleichseitigen Dreiecken auf ein einzelnes
Dreieck zusammenfalten konnen. Schliellich werden wir die Konzepte aus diesen Abschnit-
ten benutzen und in Abschnitt 4.2.4 auf den Fall rechtwinkliger, gleichschenkliger Dreiecke
anwenden.

In beiden Féllen verwenden wir dieselbe Technik: Wir zeigen, dass sich jeder endliche
Teilbereich der ebenen Muster so falten ldsst, dass er eben bleibt und weniger Dreiecke enthélt.
Dieses Verfahren fithren wir solange aus, bis nur ein einzelnes Dreieck iibrig bleibt.

4.2.1 Beschreibung des hexagonalen Gitters

In diesem Abschnitt beginnen wir mit der Untersuchung von ebenen Faltmustern, die aus
gleichseitigen Dreiecken bestehen. Daher miissen wir uns mit dem hexagonalen Gitter be-
fassen. Damit wir mit diesem arbeiten kénnen (und die ,Faltung® des Gitters einen Sinn
bekommt), miissen wir es als 2-Faltkomplex beschreiben.

Wir brauchen also eine Parametrisierung dieses Gitters. Dazu betrachten wir zuerst die
Gitterpunkte und erkennen, dass diese ein zweidimensionales Z-Gitter im R? bilden. Ei-
ne Gitterbasis davon ermoglicht also eine eindeutige Beschreibung aller Gitterpunkte. Wir
wihlen diese Gitterbasis:

NVAVAV

Fiir eine Kantenlénge von 1 hétten diese Vektoren beziiglich der Standardbasis (€7, €2) die
Form

N

b=—-& + -—é.

U
I
®
Al

V3
2

N =

—.

Ab jetzt werden wir alle Punkte beziiglich der Gitterbasis (@,b) angeben, d.h. der Punkt
!

g

hexagonalen Gitters genau

mit den Koordinaten ( > bezeichne den Punkt aad + Bg. Damit ist die Punktmenge des

o {{()}]re2)

Die Kantenmenge lésst sich aus der Graphik ablesen — die Addition der Basisvektoren @ und

137



E, sowie von @ + /57 verbindet zwei Punkte entlang einer Kante.

A1)}
S ORGH I
L) (o erer)

Die Fliachen dieses Gitters lassen sich in zwei Familien einteilen. Diese erhalten wir dadurch,
dass wir zu jedem Punkt die beiden Dreiecke angeben, die an der angrenzenden d—Kante

anliegen.
In Formeln handelt es sich um die folgende Menge:
L Q a+1 a+1
e~ {6 3G
o a+1 o
63 G0))

Damit kénnen wir das hexagonale Gitter formal definieren.

a,ﬁGZ}
a,ﬂEZ}

Definition 4.32 (hexagonaler Gitterkomplex). Seien Ko, K1, Ko wie oben definiert. Der ge-
schlossene Flichenkomplex ((Ko, K1,K2),C) heifit hexagonaler Gitterkomplex.

Wir haben damit das hexagonale Gitter als geschlossenen Fldchenkomplex definiert. Damit
wir es falten kénnen, miissen wir diesen zu einem 2—-Faltkomplex ergéinzen. Geméafl Bemerkung
4.6 miissen wir dazu nur eine simpliziale Oberfliche fiir diesen Flachenkomplex angeben.
Dazu verwenden wir die globale Orientierung der Ebene, die wir wie folgt auf die Flichen des
hexagonalen Gitterkomplexes iibertragen:

/NB,
VA

a
O
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Diese simpliziale Oberfliche entspricht der Auszeichnung der folgenden simplizialen Orien-
tierungen, die wir auch als 3-Zykel der Ecken verstehen kénnen:

(G-C3)-Gl - (6)-03)-630)
(G0 Gob- (6 6m)-(3)

Mit dem resultierenden 2-Faltkomplex mochten wir die folgenden Aussagen nachweisen:

1. Jede Kante aus K; legt eine eindeutige Gerade fest, die eine Vereinigung von Kanten
aus Ky ist.

2. Diese Gerade ist eine Spiegelungsachse des Musters, an der wir den hexagonalen Git-
terkomplex falten kénnen.

3. Der Basiskomplex nach der Faltung ist im urspriinglichen Muster enthalten.

Damit weisen wir nach, dass sich jedes Teilmuster (auler einem einzelnen Dreieck) so falten
lésst, dass es weniger Fliachenklassen enthélt, aber ein Teilmuster bleibt. Fiir endliche Kom-
plexe ergibt sich durch Iteration dieses Prozesses, dass wir in der Situation aus Abschnitt 4.1
sind.

Da wir noch nicht alle Operationen dieses Prozesses gekldrt haben (z.B. verlangt der
zweite Schritt die Faltung von unendlich vielen Flichenpaaren), erkliren und beweisen wir
unser Vorgehen am Beispiel der Kante { <8> , (é
durch Automorphismen auf diesen Fall zuriickfiihren.

Diese Kante legt die Gerade {zd|z € R} fest. Diese Gerade lésst sich in Z-Abschnitte
unterteilen:

> } Danach werden wir alle anderen Kanten

{zilz € R} = | J{(a +x)dlz € [0,1]}
aEZ

Jeder Abschnitt {(a+x)d|z € [0, 1]} entspricht einer Kante { (g) , (Q 2)_ 1) } aus Kp. Dabei

ist festzuhalten, dass wir keine Eigenschaften einer konkreten Darstellung im R? verwendet
haben. Diese Zerlegungseigenschaft beruht allein auf der Definition von K mithilfe der Git-
terbasis.

Um nachzuweisen, dass diese Gerade eine Spiegelungsachse ist, miissen wir einen Automor-
phismus von Grad 2 des homogenen 2-Komplexes angeben, der diese Gerade invariant lisst.

Wir wihlen die Abbildung
« a—pf
: Ko — Ko, — ,
e (5) ( -5 )

die offenbar selbstinvers und nicht trivial ist, sowie die obige Gerade fest ldsst. Um nachzu-
weisen, dass es sich um einen Automorphismus handelt, miissen wir aber auch die Kanten
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und Flichen untersuchen. Die Kanten werden wie folgt abgebildet:
1) ({5 (0
{0) G057 (520)]
{G6)- Gt~ {(57) - (“520))

Insbesondere sind alle Kanten auch nach der Anwendung von g noch Kanten. Auch die
Fléchen werden durch Anwendung von p auf Flachen abgebildet:

{337 G- (57 (5) (550
{3 (51) G A 057) () (52

Folglich ist p eine Spiegelung des Musters, womit die Gerade {zd|z € R} eine Spiegelungsach-
se ist. Anschaulich sollte es daher moglich sein, die beiden Hélften des Musters aufeinander-
zufalten — schliefllich wird nur ein Blatt Papier entlang einer Kante gefaltet. Da dieses Blatt
aber in unendlich viele Segmente zerlegt wurde, wird der Formalismus ein wenig komplizier-
ter. Wir werden uns im néchsten Abschnitt 4.2.2 damit befassen, wie man solche unendlichen
Faltungen definiert. Die Faltung beziiglich ¢ werden wir direkt im Anschluss an Satz 4.37
ausfiihren.

4.2.2 Unendliche Faltungen

Wir haben im letzten Abschnitt 4.2.1 erkannt, dass wir eine Faltung mit unendlich vielen
Dreiecken ausfiihren miissen, wenn wir den hexagonalen Gitterkomplex an einer Spiegelungs-
achse falten wollen. In diesem Abschnitt werden wir das Konzept unendlicher Faltungen
formal definieren und in Satz 4.37 einige einfache Kriterien angeben, die hinreichend fiir die
Existenz einer unendlichen Faltung sind. Wir werden dabei den Formalismus der Faltpléne
aus Abschnitt 3.5 verwenden.

Waihrend man eine endliche Menge von Faltungen aufgrund der Kommutativitdt von Falt-
plinen aus Lemma 3.73 auf wiederholte Anwendung einzelner Faltpldne zuriickfithren kann,
treten bei unendlich vielen Faltungen neue Komplikationen auf. In Beispiel 4.33 zeigen wir
eine solche Situation, in der die Ausfiithrung von unendlich vielen Faltpldnen nicht einmal
einen wohldefinierten Proto—Faltkomplex liefert.

Beispiel 4.33. Wir betrachten den folgenden unendlichen 1-Faltkomplex F:

b1 p3 Ps
O k2 k4 \\\ /,’//

kq ks N
D2 P4
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Formal beschreiben wir diesen 1-Faltkomplex wie folgt:
Ko :={pi|i € N} Ki:={kj|j e N}

mit p; < k; genau dann, wenn i € {j,j + 1} gilt. Die simpliziale Oberfliche fir die Kanten
ist in der Abbildung gekennzeichnet, zur Orientierung der Fdcher wihlen wir die Standard-
orientierung der Ebene.

Da die Kanten kj und kji1 fir jedes j € N benachbart sind, gibt es gemdj$ Bemerkung 2.39
eindeutige Identifikationen @; @ Fip, — Fxp Wir betrachten dann die folgende unendliche
Menge von Faltplinen:

P = A{Pj = (g5, (kj, +1) < (kj41,—1)) | j € N}
Um eine Intuition dariber zu gewinnen, wie die Anwendung von all diesen Faltplinen auf F
aussehen muss, wenden wir zuerst Py auf F an. Dabei erhalten wir

P1,_P3 Ps
& ’ P4 i D6
ko

Jj+1°

D2

Dabei ist die zyklische Reihung an {p1,p3} durch den 3—Zykel (k1, ko, k3) gegeben. Als nichstes
wenden wir Py an, wodurch (ka,+1) und (ks, —1) aufeinandergefaltet werden:

Pl,)p:a
k
Ok 3 Pps b7
R - ke " "~
ks \\\\\//’/
P2° - P4 P6

Dadurch dndert sich die zyklische Reihung an {p2,ps} zu (ka, k3, ka, k1). Als néichstes wenden
wir P3 an und erhalten die zyklische Reihung (k1, ke, ks, k4, ks) an {p1,ps, ps}.

Das Muster sollte klar geworden sein: Nachdem wir die Faltpline {Py, Py, ..., Popyy1} an-
gewendet haben (m € N), lautet die zyklische Reihung an {p1,ps,...,pam+1} wie folgt:

k;j | <2m+1
(ki ko, komgn y = {k1s ko, Roma ) kj— { - ]
k1 j=2m+1

Insbesondere wird das kj, das zum angewendeten Faltplan P; mit dem hdchsten Index kor-
respondiert, auf k1 abgebildet. Wenn wir alle Faltpline aus P anwenden, gibt es aber keinen
héchsten Index mehr. Die zyklischen Reihungen degenerieren zur Nachfolgerabbildung

{kj|j e N} — {k;|j € N}, kj = ki1

Da diese Abbildung nicht mehr bijektiv ist (k1 hat kein Urbild), hat der so konstruierte 1—
Uberlagerungskomplex keine wohldefinierten Fécher, ist also kein 1-Faltkomplex.
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Es gibt zwei Moglichkeiten, mit der Einschrinkung aus Beispiel 4.33 umzugehen. Wir
konnten sie als Manko unseres Formalismus auffassen und das Modell der n—Faltkomplexe so
erweitern, dass es mit solchen Situationen umgehen kann. Allerdings fiithrt das von unserer
urspriinglichen Fragestellung weg, in der wir im Wesentlichen nur ein Stiick Papier an einer
Kante falten wollten. Anstatt unser Modell anzupassen, akzeptieren wir dessen Unzulidng-
lichkeit in solchen Situationen und suchen nach den Kriterien, unter denen die Ausfiihrung
unendlich vieler Faltpline wohldefiniert ist.

In Beispiel 4.33 entsteht das Problem dadurch, dass wir unendlich viele Aquivalenzklassen
vereinigen. In dem Fall aus Abschnitt 4.2.1, der uns interessiert, vereinigen wir immer nur
hochstens zwei Aquivalenzklassen. Wir werden uns also auf solche unendlichen Faltungen
einschriinken, bei denen lokal nur endlich viele Aquivalenzklassen vereinigt werden.

Definition 4.34 (lokal endlich zuliissig). Sei F ein n—Faltkomplex und P eine Menge von
Faltplinen. Die Menge P heifst lokal endlich zuldssig, falls gilt:

1. Fiir jede endliche Teilmenge {Py,..., Py} C P ist (Pio---0P,,)(F) ein wohldefinierter
n—Faltkomplex.

2. Fir jedes x € \H;_, K; existieren endlich viele Faltpline P, ..., Py € P, sodass es kein
P e P\{P,..., Py} gibt, das die Aquivalenzklasse von x in (Pyo---o Py)(F) durch
die formale Erweiterung der Aquivalenzrelation in P modifiziert.

In Definition 4.34 fordern wir zwei verschiedene Eigenschaften. Wir fordern zunéchst, dass
jede endliche Teilmenge der Faltplidne angewendet werden kann. Diese Eigenschaft muss von
jeder unendlichen Faltung erfiillt sein, ist aber nicht hinreichend fiir die Existenz der unend-
lichen Faltung, wie Beispiel 4.33 demonstriert. Daher fordern wir auch die zweite Bedingung,
die dafiir sorgt, dass wir an jeder Stelle nur eine endliche Zahl von Faltungen ausfiithren
miissen, um zu wissen, wie diese aussieht.

Dass wir lokal endlich zulidssige Mengen von Faltplinen tatséichlich ausfiihren koénnen,
zeigen wir in Definition 4.35.

Definition 4.35 (unendliche Faltung). Sei F ein n—Faltkomplex mit n—Uberlagerungskom-
plex ((Ki)o<i<n, <,~) und P eine lokal endlich zulissige Menge von Faltplinen. Dann ldsst
sich der homogene n-Komplex ((K;)o<i<n,=<) wie folgt zu einem n-Faltkomplex erginzen:
Fir jedes x € ;' KC; seien P, ..., Py, die Faltpline aus Definition 4.34 der lokal endlich
zuldssigen Faltungen.

e Die Aquivalenzklasse von x ist dessen Aquivalenzklasse in (Pyo---o Py)(F).

o Fualls x € IC\y gilt, ist die Menge dessen Randstiicke gleich der Menge der Randstiicke in
(Pro---0Py)(F).

o Fualls x € K,,—1 gilt, ist dessen Ficher gleich dem Ficher in (Pyo---o Ppy)(F).

Wir bezeichnen diesen n—Faltkomplez mit P(F), der unendlichen Faltung von P auf F.
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Wohldefiniertheit. Wir miissen nachweisen, dass die Konstruktion nur von der Menge P ab-
héngig ist und dass sie tatséchlich einen n—Faltkomplex liefert.

Fiir den ersten Teil betrachten wir z € ;" K;. Seien {Pi, ..., Py} und {Q1,...,Q;} zwei
Mengen von Faltpldnen, die beide die Eigenschaft aus Definition 4.34 in Bezug auf « erfiillen.
Wir vergleichen die beiden n—Faltkomplexe

Fpi=(Pro---0Pp)(F)
F@ = (Qro-0Q)(F)

mit dem n—Faltkomplex G, der durch Anwenden von {Pi,..., P} U{Q1,...,Q;} aus F
hervorgeht. Nach Voraussetzung éndert sich die Aquivalenzklasse von 2 beim Ubergang von
Fp zu G nicht, ebensowenig beim Ubergang Fg zu G. Folglich muss die Aquivalenzklasse von
x in Fp und Fg gleich sein.

Wir miissen noch nachweisen, dass sich Randstiicke und Féacher nur dann verdndern koén-
nen, wenn sich auch Aquivalenzklassen #ndern. Dies folgt aber sofort aus der Konstruktion
der primitiven Faltungen von Grad n — 1 (Definition 3.41) und n (Definition 3.31).

Um nachzuweisen, dass wir hier tatséchlich einen n—Faltkomplex konstruieren, weisen wir
die Eigenschaften aus Definition 3.27 der n-Faltkomplexe nach. Dass es sich um einen n-Uber-
lagerungskomplex handelt, folgt daraus, dass wir dabei geméfl Satz 2.32 nur darauf achten
miissen, keine zwei Punkte zu identifizieren, die in einer gemeinsamen Kante vorkommen.
Wenn dies der Fall wire, dann wire eine der Eigenschaften aus der Definition 4.34 der lokal
endlichen Zuléssigkeit nicht erfiillt (sobald man alle Faltplidne ausgefiihrt hat, die eine solche
Aquivalenzklasse éndern, lige kein n-Faltkomplex mehr vor).

Da wir alle Randstiicke und Féacher aus bestehenden n—Faltkomplexen {ibernommen haben,
sind diese individuell wohldefiniert. Um nachzuweisen, dass alles miteinander vertraglich ist,
wenden wir alle Faltpléne fiir eine Kante an, danach alle Faltpléne fiir die anliegenden Fléchen.
Dann sind die Féacher und Randstiicke dieser Elemente nach Voraussetzung gleich zu denen
von P(F) und (als Teil eines n—Faltkomplexes) miteinander vertréglich. O

Wir bemerken, dass diese Definition unendlicher Faltungen im endlichen Fall trivialerweise
mit der Definition endlicher Faltungen iibereinstimmt. Wir weisen jetzt eine Eigenschaft nach,
die definitiv von einer ,unendlichen Faltung* erfiillt werden muss.

Lemma 4.36. Sei F ein n—Faltkompler und P sei eine lokal endlich zuldssige Menge von
Faltplinen. Dann ist jede Teilmenge Q von P auch lokal endlich zulissig und Q(F) ist eine
Teilfaltung von P(F).

Beweis. Klar: Jede endliche Teilmenge von Q ist anwendbar.

Wir zeigen noch die Lokalitét: Sei « € W', K; und Pi,..., Py, seien die Faltpline aus
Definition 4.34. Da jeder Faltplan jeweils hochstens zwei verschiedene Aquivalenzklassen ver-
einigt (vgl. den Beweis von Lemma 3.83), wird [z]p(7) von endlich vielen Aquivalenzklassen
[z1]F, ..., [z F partitioniert.

Fiir jedes mogliche Paar solcher Aquivalenzklassen wihlen wir hochstens einen Faltplan aus
Q, der diese Klassen vereinigt. Nach Anwenden dieser endlichen Menge fiihrt kein anderer

143



Faltplan mehr zu einer weiteren Vereinigung von Aquivalenzklassen, da [x]'P(]_‘) maximal
beziiglich P ist.

Dass es sich um eine Teilfaltung handelt, ist klar: Fiir € W, K; seien Py,..., Py, die
Faltpléne aus Definition 4.34 fiir P und @1, .. ., Q; diejenigen fiir Q. Fiihre alle diese Faltpline
aus, dann ist (lokal) Q(F) eine Teilfaltung davon. Da die Ausfiihrung von all diesen Faltpldnen
sich in  nicht von der Ausfithrung von Pi,..., P, unterscheidet, folgt die Behauptung. [J

Damit haben wir eine allgemeine Situation beschrieben, in der unendliche Faltungen vor-
liegen. Da die Uberpriifung der lokal endlichen Zulissigkeit aufwendig ist, suchen wir nach
einfacheren Charakterisierungen. Da wir in Abschnitt 4.2.1 an einer unendlichen Faltung
interessiert sind, die von einer Spiegelung herriihrt, versuchen wir zu charakterisieren, in
welchen Fillen eine Spiegelung zu einer validen unendlichen Faltung fiihrt.

Dazu miissen wir uns klar werden, was eine Spiegelung eigentlich ist. Wir wissen, dass es
sich dabei um einen selbstinversen Automorphismus des Faltkomplexes handeln muss. Dies
lésst aber noch die Identitdt und einige Drehungen zu. Um diese auszuschlieflen, benGtigen
wir die Eigenschaft von Spiegelungen, Orientierungen zu invertieren. Dies ergibt wenig Sinn,
wenn wir keine konsistente Orientierung vorliegen haben, demnach schrinken wir uns vorerst
auf orientierbare Flichenkomplexe ein (vgl. Definition 4.29). Wir fordern dann, dass bei
Anwendung der Spiegelung auf eine Fliache dessen Orientierung umgedreht wird.

Bei einer Spiegelung muss man natiirlich auch immer auf die Spiegelachse (oder Spie-
gelfliche) achten, die unter selbiger fest bleibt. Bei der Interaktion dieser Achse mit dem
Faltkomplex kénnen unangenehme Dinge passieren: Falls eine Kante durch die Spiegelung
fest gelassen wird, ihre Eckpunkte aber vertauscht werden, erreichen wir durch Identifika-
tion der Punkte keinen Uberlagerungskomplex. Folglich miissen wir auch diese Moglichkeit
ausschlieflen. Es zeigt sich, dass diese Bedingungen geniigen, um eine unendliche Faltung zu
garantieren, wie wir in Satz 4.37 nachweisen.

Satz 4.37. Sei F = ((Ko,K1,K2),=<) ein orientierbarer Flichenkomplex, den wir mittels
Bemerkung 4.6 und einer Orientierung {o ¢} rexc, von F als 2-Faltkomplex auffassen. Sei ein
Automorphismus p von F gegeben, der die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. p ist selbstinvers.
2. Fir eine simpliziale Orientierung a von f € Ko gilt o¢(a) # 0,5 (1(a)).
3. Falls i eine Kante stabilisiert, dann stabilisiert sie auch deren Eckpunkte.

Dann ist die Menge der Fultpldne
{ (g, (F,4+1) < (u(F),+D) | f € Ko}

lokal endlich zuldssig, wobei pjp : Fip — Fppy, @ = p(x) die Einschrankung von p auf die
Fliche f ist.

Beweis. Wir bezeichnen die Menge der Faltpldne aus der Formulierung des Satzes mit P.
Wir zeigen zuerst die Lokalitdt. Dadurch, dass wir die Identifikationen der Faltpléne durch
Einschrinkung der Abbildung p definieren und u selbstinvers ist, wird jedes x € KoW /1 W
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nur zu p(x) dquivalent sein. Die Aquivalenzklasse von 2 kann also hochstens einmal durch
die Anwendung eines Faltplans modifiziert werden.

Als néchstes zeigen wir, dass alle endlichen Teilmengen der Faltpline wohldefinierte n—
Faltkomplexe erzeugen. Dazu miissen wir die Bedingungen zur Zuléssigkeit von Faltpldnen aus
Definition 3.71, sowie die Facherkompatibilitit aus der Definition 3.27 der n—Faltkomplexe
iiberpriifen. Sei dazu {Pi,..., Py} C P endlich und

(g (F, 1) < (u(f), +1)) € PA{P1, .., P}

Wir nehmen an, dass G := (P o --- o Py,)(F) ein n-Faltkomplex ist. Wir wollen zeigen,
dass (pr, (f, +1) <> (u(f), +1)) zuléssig fiir G ist und dass seine Anwendung auf G einen n—
Faltkomplex liefert. Daraus folgt die geforderte Behauptung durch ein Induktionsargument.

1. Wir miissen nachweisen, dass gﬂl ; ein wohldefinierter 2-Uberlagerungskomplex ist. Da-
zu miissen wir iiberpriifen, ob Satz 2.32 giiltig ist. Anstatt uns in den Details der Falt-
pléne zu verlieren, besinnen wir uns darauf, dass die Identifikationen aller Faltpline aus
P einen gemeinsamen Ursprung in g haben. Wenn wir also nachweisen koénnen, dass
diese Abbildung keine Widerspriiche in der Aquivalenzrelation erzeugt, haben wir die
Behauptung gezeigt.

Es gibt genau dann ein Problem, falls es zwei Punkte mit einer Kante zwischen ihnen
gibt, die durch yp identifiziert werden. Dies tritt aber genau dann auf, wenn die Kante
stabilisiert wird, ihre Eckpunkte jedoch nicht. Diese Situation kann nach Voraussetzung
aber nicht auftreten.

2. Um nachzuweisen, dass (f, +1) und (u(f), +1) tatséchlich Randstiicke in G sind, miissen
wir uns daran erinnern, dass kein anderer Faltplan diese beiden Oberflichen verkniipft.
Da sie zu Beginn Randstiicke waren (alle Oberfléchen sind in dem 2-Faltkomplex aus
Bemerkung 4.6 Ranstiicke) und dieser Faltplan noch nicht ausgefiithrt wurde, sind sie
geméf der Konstruktion aus Definition 3.72 noch immer Randstiicke.

3. Wir wollen nachweisen, dass die beiden Oberflichen komplementir beziiglich aller
Fécher sind, in denen sie beide vorkommen. Sei dazu eine solche Kante von f gegeben.
Falls es sich um eine Fixkante handelt, ist die Behauptung trivialerweise erfiillt, da der
Fécher von zwei Elementen nicht modifiziert wird und die Oberflichen geméfl Folgerung
4.30 komplementér sind. Andernfalls muss es bereits eine Fachersumme gegeben haben.
Diese erfolgt entlang zweier positiver Oberflichen. Folglich liegen die beiden anderen
positiven Oberfléchen (die wir jetzt zusammenfalten wollen) komplementér (gemifl Fol-
gerung 4.30 gibt es bei Komplementaritéit keine vom Vorzeichen gemischten Paare von
Oberflachen).

4. Um zu zeigen, dass die Fachersumme ausgefiihrt werden kann, miissen wir gemif3 der
Definition 3.39 der Fichersumme nachweisen, dass die Orientierungen von f und u(f)
invers zueinander sind. Dies folgt nach Voraussetzung: Eine positive Orientierung von
f wird durch p zu einer negativen Orientierung von u(f).

145



Damit ist der Faltplan zuldssig. Als néchstes miissen wir nachweisen, dass die so entstandenen
Fécher kompatibel sind. Nach der Identifikation der Spiegelung i liegen in jeder Flidchenklasse
genau zwei Flachen. Da Redukte auf hochstens zwei Elemente immer gleich sind, folgt die
Kompatibilitit sofort. O]

Nachdem wir in Satz 4.37 allgemeine Kriterien aufgestellt haben, unter denen eine un-
endliche Faltung an einer Spiegelung moglich ist, wenden wir diese auf die Spiegelung p aus
Abschnitt 4.2.1 an.

Da p offenbar selbstinvers ist, miissen wir die anderen beiden Bedingungen von Satz 4.37
iiberpriifen.

Betrachten wir zuerst die Kantenbedingung. Seien zwei Punkte <;> und <a:ﬁﬁ> mit

einer Kante zwischen ihnen gegeben, die durch p identifiziert werden. Ihre Differenz ist Sa +
Qﬁl;, wéhrend aus der Definition der Kanten folgt, dass die Differenz der Eckpunkte nur Werte
in {£a, +b, +(ad+ 5)} annehmen kann. Da dies nicht moglich ist, kann diese Situation nicht
auftreten.

Als néchstes miissen wir nachweisen, dass p die Orientierung einer Flache umkehrt. Sei A

B ’ 6 ’ B 1

Dann ist u(A) negativ orientiert:

(527 (52)

Damit folgt aus Satz 4.37, dass wir die unendliche Faltung an p ausfithren kénnen. Wir
miissen noch zeigen, dass wir damit wieder im urspriinglichen Muster gelandet sind (um
dieses Verfahren iterieren zu kénnen). Die folgt aber schon daraus, dass die Spiegelung p

bijektiv zwischen { (g) 8> 0} und { (g)

eine der beiden Mengen bleibt Teil des Gitters.

b < 0} ist. Die Einschrankung des Gitters auf

4.2.3 Automorphismen des hexagonalen Gitters

Wir haben im letzten Abschnitt eine Faltung des hexagonalen Gitters ausgefithrt. Um Faltun-
gen an den iibrigen Kanten auszufiihren, kénnten wir analog vorgehen. Wir kénnen aber auch
auf die strukturellen Eigenschaften des hexagonalen Gitterkomplexes zuriickgreifen und des-
sen Automorphismen verwenden. Dies geht in letzter Instanz auf Bemerkung 4.21 zuriick, die
aussagt, dass die Teilfaltungsrelation durch Automorphismen erhalten bleibt. Da die Defini-
tion 4.35 unendlicher Faltungen auf Teilfaltungen beruht (wir wenden endlich viele Faltpléne
an, womit wir eine Teilfaltung erhalten), {ibertréigt sich die Aussage der Bemerkung auch auf
unseren Fall.

Wir miissen aber iiberpriifen, ob sich auch alle unsere Argumente iibertragen. Beim Durch-
lesen der vorherigen Abschnitte bemerken wir die folgenden Einschréinkungen:
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e Der Automorphismus muss Geraden auf Gerade abbilden. Da alle unsere Automorphis-
men durch affine Abbildungen der Ebene induziert sein werden, ist dies automatisch
erfiillt.

e Wir miissen nach der Faltung wieder im hexagonalen Gitter landen. Es ist aber klar,
dass ein Teil des Gitters durch einen Automorphismus auf einen anderen Teil des Gitters
abgebildet wird.

Damit wird unsere Analyse durch Anwendung von Automorphismen nicht beriihrt. Wir
konnen uns also allein darauf konzentrieren, affine Automorphismen zu finden, die jede Kan-
te auf die Kante der bereits ausgefiithrten Faltung zuriickfithren. Dazu ist es hinreichend zu
zeigen, dass solche Automorphismen transitiv auf den Kanten operieren.

Es geniigt, sich die folgenden Automorphismen anzusehen (dass es sich um Automorphis-
men handelt, ist leicht nachzurechnen):

Tq - ICO —)Kjo, (;) — (C)égl)

TgilCo—)/Co, <g> — <Bi1>

1. Die Translation um a:

2. Die Translation um b:

3. Die Drehung um 60°:

pero(5) - (1 3)-(5) = (27

Durch Anwendung der Translationen lisst sich jede Kante auf eine der folgenden Formen

: 0RO} ORO} B ORO)

Durch die Verwendung der Drehung p erkennt man, dass alle diese in einer Bahn liegen.
Folglich iibertragt sich die Faltung aus Abschnitt 4.2.2 auf jede beliebige Kante des Musters.

4.2.4 Beschreibung des quadratischen Gitters

Wir haben uns ab Abschnitt 4.2.1 damit beschéftigt, ein ebenes Muster aus gleichseitigen
Dreiecken auf ein Dreieck zusammenzufalten. In diesem Abschnitt wollen wir nach demselben
Prinzip ebene Muster aus rechtwinkligen, gleichschenkligen Dreiecken untersuchen, die wir
quadratische Gitter nennen. B

Wir verwenden die Standardbasisvektoren als Z-Basis (d,b) der Gitterpunkte, beziiglich
der wir alle Punkte im R? darstellen werden.
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S

Damit lauten die Punkte:

{2}

Die Kantenbeschreibung wird ein wenig komplizierter als im hexagonalen Fall. Die Anwen-
dung von a oder b erzeugt stets eine Kante. Die diagonalen Kanten kommen aber nicht an
jeder Stelle vor, sondern nur an jeder zweiten. Daher lautet die Kantenmenge:

({05 e
46) (2o
L)1) e
L5 e |

Zur Beschreibung der Fléichen wéahlen wir zu jedem ,,geraden“ Punkt alle Dreiecke, die diesen
Punkt enthalten und ,,dariiber* liegen.

Ky :{{@)(a;l)@ii)} a,BEZ,a+Bgerade}
{{) D)5 oz
L1 () 6 ez |
{{) (5 ez nemae

Die Reihenfolge, mit der wir die Punkte in diese Mengen geschrieben haben, ist auch die Rei-
henfolge, die wir fiir die simpliziale Orientierung der entsprechenden Fliche wéhlen. Da es
sich um einen geschlossenen Fldchenkomplex handelt, haben wir gemafi Bemerkung 4.6 einen
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2-Faltkomplex vorliegen. Wir wollen wie im hexagonalen Fall falten kénnen. Dazu nutzen wir
die Erkenntnis aus Abschnitt 4.2.3, dass sich der Aufwand durch geschickte Anwendung der
Automorphismengruppe reduzieren lidsst. Wir beginnen also damit, einige affine Automor-
phismen anzugeben und deren Bahnen auf der Kantenmenge zu bestimmen. Wir verwenden
die folgenden Automorphismen:

e Die Translation um a:

e Dic Translation um b:

e Drehung um 90°:
) a 0 -1 a\ (B
ko= ke(5) = (03) ()= ()

Nach Anwendung der beiden Translationen diirfen wir annehmen, dass <0> in der Kante

0
vorkommt. Der andere Endpunkt liegt dann in der Menge'6

{G)

Als néchstes wenden wir die Drehung p an, unter der diese Menge in zwei vierelementige
Bahnen zerféllt. Es verbleiben also diese beiden Kanten:

0 1

0)7\1

{oRok

Da diese beiden Kanten nicht durch Automorphismen auseinander hervorgehen (am Punkt

ae{-1,0,1},8 € {-1,0,1}, (e, B) # (0,0)}.

1 .
<0> stoBen vier Kanten zusammen, widhrend an allen anderen Eckpunkten acht Kanten

zusammenstofien), miissen wir zwei Faltungen untersuchen. Es ist nicht allzu schwer, die
Voraussetzungen von Satz 4.37 zu iiberpriifen.

Betrachten wir zuerst die Spiegelung an der Kante { (8) , (é)} mit der Abbildungsvor-

schrift
« 1 0 « «
werkn = (5) (o %) (3) = ()

Wenn man bedenkt, dass « + 8 durch Addition von —25 seine Paritéit nicht verdndert,
ist es leicht nachzuweisen, dass es sich bei y um einen Automorphismus handelt und dass

16Man kann diese Menge allein durch Translationen noch weiter verkleinern. Dies ist in Hinblick auf die weitere
Argumentation aber nicht notwendig und verkompliziert die Darstellung an dieser Stelle unnétig.
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dieser die Orientierungen der Flichen umkehrt. Wir sehen auch leicht, dass p nur die Kanten

{(g) , (a g_ 1)} stabilisiert, deren Eckpunkte selbst invariant unter u sind. Damit lasst

sich die Faltung entlang p ausfithren. Um nachzuweisen, dass wir wieder im quadratischen
Gitter landen, beachten wir, dass p eine Bijektion zwischen den folgenden beiden Mengen

induziert:
{(3)|iezs=0} {(3)

Betrachten wir nun die Spiegelung an der anderen Kante {(8) , (

e (5)- (50 0)(5)- ()

hat. Der Nachweis der Voraussetzungen von Satz 4.37 ist auch hier simpel. Wir geben noch
die beiden Mengen an, zwischen denen p eine Bijektion induziert:

{<g> “’sz“ﬂzo} {(;)

Daher lisst sich jede Uberlagerung eines Gitterteilbereichs auf ein Dreieck zusammenfalten.

ajﬂeZ,BSO}

1

1) }, die die Abbil-

dungsvorschrift

a,ﬁEZ,a+6§O}
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5 Modellerweiterungen

In Kapitel 2 haben wir ein mengentheoretisches Modell von Faltungen geschaffen, das wir in
Kapitel 3 um die Reihenfolge der Fliachen ergénzt haben. Das Kapitel 4 war ersten Ansétzen
in der Einbettungsfrage gewidmet. In diesem Kapitel werden wir auf mogliche Verallgemeine-
rungen unseres abstrakten Faltmodells eingehen. Wir interessieren uns dabei primér fiir den
Fall n = 2, also das Falten von Flichen im Raum, da es dort viele Anwendungen gibt, die
ein etwas allgemeineres Modell erfordern.

Wir werden zwei Annahmen der 2-Faltkomplexe auf ihre Verallgemeinerbarkeit untersu-
chen und jeweils skizzieren, wie eine solche Verallgemeinerung aussehen miisste:

e Das Modell der Faltkomplexe ist nur im lokal simplizialen Fall giiltig. Es ist nicht
ausformuliert, was z. B. bei viereckigen Fléchen passiert. Wir werden in Abschnitt 5.1
genauer auf diesen Fall eingehen.

e Wir haben in der Regel stillschweigend angenommen, dass die Dreiecke unserer Falt-
komplexe kongruent sind (ansonsten kann man benachbarte Dreiecke nicht aufeinander
falten). In Abschnitt 5.2 geben wir einige Hinweise, wie man 2-Faltkomplexe auf diese
Situation anpassen kann.

5.1 Allgemeine m—Ecke als Flachen

In Kapitel 3 haben wir lokale Simplizitéit in unserer Definition von n—Faltkomplexen voraus-
gesetzt. Das haben wir primér deswegen getan, um den Begriff der simplizialen Orientierung
(und damit des induzierten Durchlaufsinns) definieren zu kénnen. Wir wiirden aber auch
gerne die Faltung von quadratischen Flédchen erlauben. Dass dies prinzipiell moglich ist, se-
hen wir daran, dass der GroBteil der Theorie zu n-Uberlagerungskomplexen aus Kapitel 2.2
nicht auf der lokalen Simplizitit beruht. Wir werden unser Modell in diesem Abschnitt fiir
beliebige m—Ecke formulieren, aber nicht auf die Einbettungsproblematik eingehen.

Zunéchst beschreiben wir, wie sich homogene 2-Komplexe auf m—Ecke spezialisieren, &hn-
lich dazu, wie die lokale Simplizitdt aus Abschnitt 2.1.1 die Spezialisierung auf Dreiecke
beschrieben hat. Dazu miissen wir nur die Bedingung der lokalen Simplizitét abdndern. Unsere
Definition von 2-Komplexen ist dafiir abstrakt genug — schliellich legen wir dort nur eine
Menge ICy fest, die auch eine Menge von m—FEcken sein kann. Eine grundlegende Eigenschaft
von m—Ecken ist, dass sie genau m Kanten und genau m Punkte haben.

Diese Eigenschaft legt ein m—Eck aber nicht eindeutig fest, da die Kanten und Punkten
geeignet interagieren miissen. Nur zu fordern, dass jeweils zwei Kanten einen gemeinsamen
Punkt haben, ist nicht ausreichend, wie das Muster

demonstriert. Es handelt sich ndmlich um kein Sechseck ist, obwohl es jeweils sechs Punkte
und Kanten hat, sodass jeweils zwei Kanten einen gemeinsamen Punkt haben. Um diese Si-
tuation auszuschliefen, betrachten wir die Kantenabfolge selbst. Wir legen dazu eine zyklische
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Reihenfolge der Kanten fest, also fiir jedes f € Ky eine bijektive Abbildung
ki (Z/mZ,+) — {l € Ki]l < f},

sodass k(i) und k(i + 1) genau einen Punkt gemeinsam haben!”. Diese Beschreibung lisst
sich zwar nicht in hohere Dimensionen iibertragen (es gibt nur in der Ebene eine solche
eindeutige Umlaufrichtung), geniigt aber fiir unsere Zwecke.

Definition 5.1 (lokal zelluldr). Ein homogener 2—Komplex ((Ko, K1, K2), <) heifit lokal zel-
luldr, falls gilt

1. Fir jedes y € K1 gibt es genau zwei x1,x2 € Ko, sodass x; <y fir j € {1,2} gilt.

2. Fiir jedes z € Ko gibt es ein m € N>3 und genau m Elemente y1,...,ym € K1 mit
yj <z firj € {1,...,m}. Zudem existiert eine bijektive Abbildung

Ky (Z/mZ,+) = {y1, ... Ym}

mit der Eigenschaft, dass es zu k;(j) und (5 +1) genau ein x; € Ko gibt, das xj < y;
und x; < yj41 erfullt (Indizes sind modulo m zu lesen).

Mit dieser Definition kann jede Fliache ein beliebiges m—Eck sein. Wenn jedes x € Ky ein
Dreieck ist, erhalten wir den Fall von lokaler Simplizitdt. Wir haben damit herausgestellt,
wie sich homogene n—Komplexe auf den Fall beliebiger m—FEcke spezialisieren.

Wir untersuchen zunichst, wie sich diese Verallgemeinerung bei n—Uberlagerungskomple-
xen auswirkt. Die lokale Simplizitdt hatte die Frage vereinfacht, wann eine Identifikation
eine giiltige Erweiterung liefert. Im generischen Fall in Satz 2.32 wurde eine Erweiterung
ausgeschlossen, falls zwei zu identifizierende Punkte p und ¢ in einer gemeinsamen Fléche
liegen. Unter der Annahme der lokalen Simplizitit konnten wir diese Bedingung in Folgerung
2.36 dazu vereinfachen, dass wir nur iiberpriifen miissen, ob p und ¢ in einer gemeinsamen
Kante liegen. Dass diese Vereinfachung bei allgemeinen m—FEcken nicht funktioniert, ldsst sich
bereit an einem Viereck einsehen. Die gegeniiberliegenden Ecken diirfen nicht identifiziert
werden, aber sie sind durch keine Kante verbunden.

Wir versuchen als néchstes, die Annahme der lokalen Simplizitdt aus der Definition der
2-Faltkomplexe durch die Annahme der lokalen Zellularitét zu ersetzen. Die lokale Simpli-
zitét ist nur dafiir notwendig, simpliziale Orientierungen (vgl. Definition 3.4) und induzierte
Durchlaufsinne (vgl. Definition 3.17) zu definieren. Wir miissen diese Begriffe also auf Ba-
sis der lokalen Zellularitét definieren. Zur Verallgemeinerung der simplizialen Orientierung
bendtigen wir den Begriff eines m—Ecks:

Definition 5.2 (m-FEck). Ein lokal zellulirer homogener 2—Komplex (Ko, K1,K2), <) heifst
m—FEck, falls Ko einelementiq ist und Ko genau m Elemente enthdlt.

Um die Orientierung eines m—FEcks zu definieren, stellen wir es uns in der Ebene einge-
bettet vor. Dann lassen sich die Orientierungen der Ebene auf das m—FEck {ibertragen. Diese
Orientierungen sind identisch zu den Punktumlaufrichtungen des m—Ecks.

"Formal gesehen sollten wir xy (i + mZ) anstelle von r (i) schreiben.
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b1
D2

D5

b3
yZ

Wir kénnen die Orientierung eines m—Ecks daher koordinatenunabhéngig iiber dessen Punkt-
umlaufe angeben.

Definition 5.3. Sei Z = ((Ko, K1, K2), <) ein m—-Eck. Ein m—-Tupel (p1,...,pm) € K§* heifst
zelluldre Orientierung (von Z), falls gilt:

o Fiiri# j gilt p; # p;

e Die Punkte p; und p;11 liegen in einer gemeinsamen Kante fir alle 1 < i < m, wobei
wir die Indizes modulo m lesen.

Die Menge aller zelluldren Orientierungen schreiben wir als ZellOrient(Z).

Ebenso wie bei den simplizialen Orientierungen aus Definition 3.4 definieren mehrere dieser
zelluldren Orientierungen die selbe Umlaufrichtung. Fiir simpliziale Orientierungen haben wir
diese Schwierigkeit in Bemerkung 3.5 dadurch gelost, dass wir eine Gruppenoperation auf den
simplizialen Orientierungen definiert haben. Um diese Idee auch bei zelluldren Orientierungen
anzuwenden, miissen wir uns damit beschéftigen, welche Gruppe auf diesen operiert.

Betrachten wir eine zelluldre Orientierung (p1,pe, ..., Pm), so sind sowohl (p2,. .., Pm,p1)
als auch (pm, ..., p2,p1) zelluldre Orientierungen. Diese beiden Permutationen erzeugen eine
Diedergruppe mit 2m Elementen, wie wir in Bemerkung 5.4 nachweisen.

Bemerkung 5.4. Seim € Z>3. Die Abbildungen
p+ 1
F {1, omy = {L,...m}, i {” ,
1 t=m
und
s:A{l,...om} —={1,....,m}, i—>m+1—i
sind Permutationen aus der So,, und erzeugen eine Diedergruppe mit 2m FElementen.

Beweis. Wir wollen nachweisen, dass die Gruppe (Z,§) < So,, isomorph zur Diedergruppe
mit 2m Elementen ist, die durch ihre Prisentation Da,, := {(a, bla™, b%, (ab)?) definiert ist.
Wir betrachten dazu den Epimorphismus der freien Gruppe mit zwei Erzeugern nach (Z, §):

i Fla,b) = (3,3) {‘Hf
b— §
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und suchen den Kern dieser Abbildung.
Es ist leicht einzusehen, dass 2™ = Id und 32 = Id gelten. Wir berechnen #3(3) fiir jedes
ie{l,...,m}:

25(i) (m+1—i)+1 m+1l—i<m
z5(1) =
1 m+l—i=m

m+2—1 1<i
R 1=3
Damit folgt (25) = Id, weswegen das Normalteilererzeugnis (a™,b?, (ab)?) (4 p) < F(a,b) im
Kern von 7 liegt. Faktorisieren wir diesen Normalteiler heraus, erhalten wir den Epimorphis-
mus 7):

i : {a,bla™, b2, (ab)2) — (3, 3) {“Hf
b5
Wir miissen noch zeigen, dass 7 ein Isomorphismus ist. Da 7 bereits ein Epimorphismus
ist und (a,bla™, b?, (ab)?) aus genau 2m Elementen besteht, geniigt es zu zeigen, dass (Z, 5)
mindestens 2m Elemente besitzt.
Dazu betrachten wir die zyklische Untergruppe () < (2,3). Da aus (25)2 = Id schon
5725 = z7! folgt und 5 = 5! gilt, handelt es sich bei () um einen Normalteiler von (Z, 5).
Wegen (Z, §)/(z) = () folgt

(2, 8)| = (2] - [(8)] =m -2,
weswegen 7) ein Isomorphismus ist. ]

Die Diedergruppe aus Bemerkung 5.4 operiert auf den zelluldren Orientierungen. Die Bah-
nen unter der zyklischen Untergruppe (Z) entsprechen dabei den Punktumlaufrichtungen,
wihrend die Anwendung von § diese umdreht.

Bemerkung 5.5. Sei Z ein m—Eck. Die Diedergruppe (Z,8) aus Bemerkung 5.4 operiert
transitiv auf der Menge der zelluldren Orientierungen von Z, vermdge

- (pl) S 7pm) = (pﬂ'(l)’ s 7p7r(m))
Die zyklische Gruppe (Z) < (Z,5) hat fir m > 3 genau zwei Bahnen auf ZellOrient(Z).

Mit Bemerkung 5.5 haben wir das Konzept der simplizialen Orientierung auf den lo-
kal zelluldren Fall {ibertragen. Sobald wir auch den Begriff der induzierten Durchlaufsinne
iibertragen haben, lassen sich alle Aussagen iiber 2-Faltkomplexe (insbesondere der Faltplan—
Formalismus), die nicht auf der Anzahl der Kanten beruhen, sofort auf den lokal zellulidren
Fall iibertragen.

Bevor wir uns den induzierten Durchlaufsinnen widmen kénnen, miissen wir uns mit einer
Verallgemeinerung der simplizialen Oberfliche aus Definition 3.11 beschiéiftigen. Diese lisst
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sich analog definieren, indem man alle zelluldren Orientierungen einer Umlaufrichtung auf +1
und die anderen auf -1 abbildet. Wir kénnen die Vertréglichkeit mit der Gruppenoperation
aber nicht wie im simplizialen Fall durch das Signum definieren, sondern miissen sie in Bezug
auf die Erzeuger Z und s direkt angeben.

Definition 5.6 (zelluldre Oberfliche). Sei S = ((Ko, K1,K2), <) ein lokal zellulirer homo-
gener 2—Komplez. Fine zelluldre Oberfliche von S ist eine Familie von Abbildungen

oy : ZellOrient(Sgy) — {£1}, fer,,

sodass fir die Operation der Diedergruppe (Z,8) aus Bemerkung 5.4 die Relationen

fiir jedes a € ZellOrient(S<y) gelten.

Wir koénnen jetzt die induzierten Durchlaufsinne betrachten. Diese beruhen im lokal sim-
plizialen Fall darauf, dass die simpliziale Orientierung einer Kante bereits die simpliziale
Orientierung des gesamten Dreiecks festlegt. Aber auch bei m—Ecken ist diese Eigenschaft
gegeben, wie die folgenden Graphiken zeigen.

b1 b1
D2 D2

DPs bs

b3 b3
P4 yZ

Der Kantenorientierung (p4, ps) wird z. B. die zelluldre Orientierung (p4, ps, p1,p2, p3) zuge-
wiesen. Dass dieses Vorgehen allgemein funktioniert, zeigen wir in Definition 5.7.

Definition 5.7 (induzierter Durchlaufsinn). Sei S = ((Ko, K1, K2), <, ~) ein lokal zellulirer
2-Uberlagerungskomplex mit zellulirer Oberfliche {of} ek, . Sei [k] € Kn_1/ ~ gegeben.
Dann ist fiir jedes f € Cor([k]) der induzierte Durchlaufsinn definiert als die Abbildung

o : SimplOrient(Sgp) — {1}
([al]a aQ]) = Uf((b17 ba, ..., bm+1))7
mit b; € [a;] fiir alle 1 <7 <2 und (b1, by, ...,by) € ZellOrient(Sy).

Wohldefiniertheit. Wegen [k] < [f] enthalten [a;] und [ag] jeweils einen Punkt aus Ko, der in
f liegt. Gébe es mehr als einen solchen Punkt in [a;], wire die Irreduzibilitit von ~ verletzt.
Folglich sind b1 und by eindeutig festgelegt und liegen auf einer gemeinsamen Kante.
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Wir miissen noch zeigen, dass es genau eine zellulidre Orientierung (pi, ..., pm) mit p; = by
und po = bs gibt. Wir betrachten zuerst die Existenz. Wir zeigen dazu, dass wir diese zelluldre
Orientierung durch die Gruppenoperation aus Bemerkung 5.5 erreichen kénnen. Sei also die
zelluldre Orientierung (p1, . .., pm) beliebig gegeben. Da by und by durch eine Kante verbunden
sind, gibt es ein 1 < ¢ < m mit

p; = b1 b € {pi—1,Di+1}-

Falls by = p;_1 gilt, wenden wir eine Spiegelung aus Ds,, an. Daher kénnen wir ohne Ein-
schrankung von by = p; 41 ausgehen. Nach Anwendung einer Drehung erhalten wir

p1 = by p2 = bo.

Wir miissen noch die Eindeutigkeit nachweisen. Innerhalb des m-Ecks S ist jeder Punkt
p € Ky in genau zwei Kanten enthalten. Damit sind die beiden ,,Nachbarn“ von p in einer
zelluldren Orientierung eindeutig festgelegt. Sobald wir by und bs festgelegt haben, sind damit
alle weiteren b; induktiv festlegt. O

Wir haben die Begriffe der simplizialen Orientierung und des induzierten Durchlaufsinns
auf den lokal zelluldren Fall verallgemeinert. Da die lokale Simplizitét an keiner anderen Stelle
(auBler den Einbettungen) fiir 2-Faltkomplexe relevant ist, haben wir damit 2-Faltkomplexe
auf den lokal zelluldren Fall verallgemeinert.

5.2 UnregelmaBige Fldchen

Wir haben uns in dieser Arbeit nur sehr selten mit dem Kongruenztyp von Dreiecken befasst.
Diese sind fiir unsere 2-Faltkomplexe nur dann relevant, wenn wir diese einbetten wollen,
wie in Abschnitt 2.5.2. In diesem Abschnitt haben wir die zugelassenen Faltungen mit den
erlaubten Kongruenztypen der Dreiecke in Verbindung gebracht. Beispielsweise zeigt Bemer-
kung 2.63, dass nur gleichseitige Dreiecke die Faltung von zwei beliebigen Flachen erlauben.
Selbst wenn wir nur die Faltung benachbarter Fléchen erlauben, kénnen nach Lemma 2.64
im generischen Fall hochstens annehmen, dass alle Dreiecke kongruent sein miissen.

Diese impliziten Annahmen an die Fliachen sind aber in vielen Anwendungen nicht erfiillt.
Haufig wissen wir bereits, dass unsere Dreiecke nicht gleichseitig oder kongruent sind. In
diesem Fall gibt es Identifikationen, die eine giiltige Faltung des 2-Faltkomplexes liefern,
aber nicht ausfithrbar sind, wenn man diesen einbettet. Das folgende Bild illustriert eine
solche Situation:

Die beiden Dreiecke kénnen nicht deckungsgleich aufeinandergefaltet werden, obwohl sie als
2-Faltkomplexe faltbar sind.
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Um diese Modifikation darzustellen, miissen wir die Menge der moglichen Identifikationen
einschréinken. Fiir Dreiecke konnen wir z. B. zu jeder Kante eine Linge speichern und nur
solche Identifikationen ¢ zulassen, bei denen fiir alle Kanten k& sowohl k als auch ¢(k) die
selbe Léange haben.

Da wir aber auch allgemeine m—Ecke als Fliachen zulassen wollen (vgl. den vorigen Ab-
schnitt 5.1), ist eine Speicherung der Kantenldngen nicht ausreichend. Die folgenden Vierecke
haben zwar die gleichen Kantenldngen, sind aber nicht isometrisch:

e

Wir benétigen also eine Zusatzinformation, die es uns erlaubt, zwischen verschiedenen Iso-
metrieklassen zu unterscheiden. Um ein m—Eck bis auf Isometrie eindeutig zu rekonstruieren,
geniigt es, sich zu jeder Kante deren Linge sowie zu jedem Punkt den zugehorigen Innen-
winkel zu merken. Wir miissen bei einer Identifikation dann nur darauf achten, dass diese
Kennzahlen bei aufeinandergefalteten Elementen identisch sind.

Bei dieser Art der Speicherung ist die Grofle der Winkel oder Langen eigentlich unwichtig
— es ist nur notwendig, zwei Winkel oder Léngen auf Gleichheit zu iiberpriifen. Daher kénnen
wir z. B. die Winkel der Raute in einem Punktzug durch den Zykel (a, b, a, b) ausdriicken, wo-
mit wir zum Ausdruck bringen, dass benachbarte Winkel verschieden, aber gegeniiberliegende
Winkel gleich sind. Relevant ist an dieser Stelle auch der Vergleich zum Quadrat, dessen Win-
kel wir als (¢, ¢, ¢, ¢) schreiben wiirden. Wahrend der Zykel der Raute die Winkelverteilung
jeder Raute (mit Ausnahme des Quadrats) beschreibt, beschreibt der Zykel des Quadrats
ausschliellich die Winkelverteilung des Quadrats. Wir schlieflen daraus, dass wir mit unse-
rem Formalismus direkt die Faltung aller moglichen Rauten (aufler dem Quadrat) simultan
bestimmen kénnen.

Diese Eigenschaft ist fiir praktische Anwendungen sehr interessant, da es dort hiufiger
vorkommt, dass man noch nicht genau weifl, mit welchen Winkeln das Faltmuster ausgestattet
sein soll, wenn man das Flidchenmuster vorliegen hat. Wihrend konventionelle Modelle fiir
jede neue Winkelangabe neue Berechnungen anstellen miissen (da sich dadurch die Fliichen im
R? versindern), ist unser Formalismus gegen solche Probleme immun. Wenn der Formalismus
interessante Faltungen findet, muss man allerdings noch immer iiberpriifen, ob die gefundenen
Faltungen auch tatsichlich im R? ausfiihrbar sind.
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