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Einleitung

Origami, die Kunst des Papierfaltens, besitzt eine lange Tradition. Im Vergleich dazu steckt
die mathematische Beschreibung von Faltungen noch weitgehend in den Kinderschuhen. Es
ist also langst iiberfillig, diese Beschreibung voranzutreiben. Dies kann nicht in einem Schritt
passieren, da durch mehrfaches Falten eine hohe Komplexitét im Origami erzielt werden kann,
die schwer zu fassen ist. Stattdessen beginnen wir damit, eine einzelne Faltung zu verstehen.
Diese Arbeit beschéftigt sich mit einer Unterklasse von solchen Faltungen, ndmlich mit zwei-
fach translationssymmetrischen Faltungen.

In Kapitel [1] fithren wir zwei verschiedene Definitionen von Faltmustern ein. Die dynami-
schen Faltmuster beschreiben den gesamten Faltprozess, vom flachen Papier angefangen bis
zum endgiiltigen Muster. Den statischen Faltmustern fehlt diese Dynamik. Sie beschreiben
immer nur einen Moment der Faltung. Infolgedessen kann man mit ihnen Faltmuster be-
schreiben, die nicht aus einem flachen Stiick Papier hervorgingen, sondern aus einer anderen
Grundform. Wir fithren Aquivalenzbegriffe fiir beide Arten von Faltungen ein, um die kon-
krete Berechnung von solchen zu vereinfachen. Dariiber hinaus erkldren wir, was wir unter
Symmetrien von Faltmustern verstehen, insbesondere wie sich diese wihrend der Faltung
verhalten.

Kapitel [2| beschéftigt sich komplett mit dem Miura—Ori-Faltmuster. Wir geben eine Ver-
allgemeinerung des Musters an, bei dem die Translationsrichtungen nicht orthogonal sind
und beschreiben den Faltprozess im Detail. Wir zeigen auch, dass dieses Muster im Allgemei-
nen nicht flach zusammenfaltbar ist, geben aber auch an, wann das der Fall ist. Zudem geben
wir eine Implementierung in Maple an, die aufzeigt, wie man solche Faltmuster angenehm
visualisieren kann.

In Kapitel [3| betrachten wir ausschliefSlich Muster, die aus gleichseitigen Dreiecken aufge-
baut sind. Der erste Teil des Kapitels behandelt eine Situation, in dem die Projektion des
Faltmusters auf die Ebene ein simples Muster ergibt. Wir zeigen dann, dass diese Projektion
nur von einem einfachen Faltmuster stammen kann. Im zweiten Teil fiigen wir dem Miura—Ori
Kanten hinzu, sodass die Grundflichen Dreiecke anstatt Parallelogramme sind und weisen
nach, dass dadurch keine zusétzlichen Faltmuster zugelassen werden.

Im [l Kapitel verallgemeinern wir das Miura—Ori, indem wir die Translationen vergrébern.
Wir betrachten diesen Fall statisch und zeigen, dass sich auch hier im Wesentlichen keine
neuen Faltmuster ergeben.

Das [5| Kapitel behandelt Uberdeckungen der Ebene durch andere Mengen, sogenannte Pflas-
terungen. Wir zeigen, dass Pflasterungen bei einer Faltung erhalten bleiben. Wir kénnen auch
zeigen, dass die erhaltene Pflasterung die Symmetrien der Grundpflasterung und des Falt-
musters teilt. Wir schlieen das Kapitel mit der Betrachtung einer interessanten Pflasterung
des Miura—Ori ab, in der bereits die gesamte Faltinformation steckt.



Notation

Mit N bezeichnen wir die natiirlichen Zahlen, angefangen bei 1. Falls nichts anderes gesagt
wird, sind mit 4, j, k,[,m und n stets Elemente dieser Menge gemeint.
Wird eine Gruppe G von den Elementen g1, . . ., gi erzeugt, so schreiben wir G = (g1, ..., gx).

Das offene Innere der Menge A heifit ;1, der Abschluss von A wird mit A bezeichnet.

Wir verwenden den R” als Fuklidischen Punktraum. Seine Elemente schreiben wir zeilen-
weise, die Elemente seines Translationsraumes als Spalten. Wir betten den R? kanonisch in
den R? ein vermoge

R? < R3: (z,9) — (z,v,0). (1)
Insbesondere ist die Anwendung einer Abbildung auf dem R? auf ein Element des R? damit
wohldefiniert. Dies fithren wir auch fiir die Translationsrdume aus.

Eine affine Abbildung a : R* — R zerfillt in einen linearen Anteil & und einen Translati-
onsanteil ¢, € RF gemif

alz) = ax) + tq (2)
fiir x € R™. Wenn wir die Punkte des R™ mit dem R™ x {1} und den Translationsvektorraum
R™ mit dem R™ x {0} identifizieren, hat die Abbildung « die Matrixdarstellung

Alt, n
<F’T> c R(kJrl)X( +1)’ (3)

wobei A € R¥*™ die Matrixdarstellung von & ist. Wenn wir diese Darstellung wihlen, schrei-
ben wir sowohl Punkte als auch Vektoren als Spalten, grenzen diese aber von normalen
Vektoren dadurch ab, dass wir einen Trennstrich iiber die letzte Komponente ziehen. Fiir
Punkte (z,y) bzw. (x,y, z) gilt also

(z,y)= (ﬁ) = (z,y,0) (2,y,2)= g
1 1

und fiir Translationsvektoren aus dem R? bzw. R? gilt

x T x
a::;j:y =Y
v) \o 0 i I 2

0 z 0

Die Menge der affinen Isomorphismen auf dem R™ heiit Aff(R"™), die Menge der euklidischen
Isomorphismen des R™ bezeichnen wir mit Eukl(R"™). Eine eigentliche euklidische Abbildung
ist eine euklidische Abbildung, deren Linearteil in der speziellen orthogonalen Gruppe liegt,
wobei die spezielle orthogonale Gruppe diese Matrixgruppe ist:

SO(n) := SO(n,R) := {R € R"*"|R" . R = I3 und det(R) = 1}. (4)

Wir schreiben I,, fiir die n x n—Einheitsmatrix.
Sind A und B zwei Punkte des R"™, so bezeichnen wir mit B — A oder E ihren Ver-

bindungsvektor. Analog kennzeichnen wir gelegentlich Vektoren durch einen Pfeil, wie z. B.

.



1. Grundlegende Begriffe

In diesem Kapitel fithren wir die Sprache ein, die wir zur Beschreibung von Faltungen ver-
wenden werden. Wir beginnen mit einer Charakterisierung der uns interessierenden Symme-
triegruppen und diskutieren dann zwei verschiedene Arten, iiber Faltungen nachzudenken.
Dies schliet die Betrachtung von Symmetrie- und Aquivalenzbegriffen fiir die Faltungen ein.

1.1. Einfache ebene Symmetrien

Translationssymmetrien spielen fiir uns eine entscheidende Rolle. Wir fordern Translations-
sysmmetrien in zwei linear unabhingige Richtungen, sodass wir ein zweifach periodisches
Muster erhalten. Diese Art von Symmetrie beschreiben wir als p1-Symmetrie. Fiigt man
dieser Symmetrie noch eine Drehung um 180° hinzu, nennen wir dies eine p2—Symmetrie. In
diesem Kapitel analysieren wir die Eigenschaften dieser Symmetrien und gehen insbesondere
auf ihre Darstellung als Matrizen ein.

Diese anschaulichen Beschreibungen legen eine Menge von Gruppen fest, die man als eine
Aquivalenzklasse unter folgender Aquivalenzrelation verstehen kann:

Definition 1.1. Seien U,V Untergruppen von Eukl(R?). Sie heiBen affin fquivalent, falls
es einen affinen Isomorphismus « gibt, der U = a0 V o o~ ! erfiillt.

Wir zeigen in den Lemmata [I.3] und dass dies genau unsere anschauliche Beschreibung
der beiden Symmetriekategorien liefert.

Definition 1.2. Mit G, bezeichnen wir die affine Aquivalenzklasse der Matrixgruppe
(Ty, Ty) < Eukl(R?) (5)
und Gz sei die affine Aquivalenzklasse der Matrixgruppe

(D, Ty, Ty) < Eukl(R?), (6)

~10]0 101 10[0
D:={0 -10 ), Ti:=(o0t1l0], To:=(01]1]. (7)
0 01 001 00[1

Wir charakterisieren diese Aquivalenzklassen nun genauer.

Lemma 1.3. Die affine Aquivalenzklasse Gpa besteht aus allen Matrizgruppen der Form

(D(zq,yaq), T1(x1,y1), To(22,42)) »

mit
-1 0 Tq 1 0 I 10 T
D(zg,yq) = 0 —1lya |, Ti(zi,y1):= 0 1|y |, To(zo,2):=1{ 0 1|y |,
0 011 0 0|1 0 01

wobei <:131> , (1:2) € R? linear unabhingig sind und (xd) € R? beliebig ist.
Y1 Y2 Yd



Beweis. Sei « ein affiner Isomorphismus. Er hat die Form

()

wobei A € R?*? invertierbar ist und v in R? liegt. Der inverse Isomorphismus ist dann

-1 < A1 |—A_lv>
a = :
o | 1

Wir konjugieren nun die Standarderzeuger mit diesem «. Diese Rechnung wird {ibersichtli-

cher, wenn man e; := <(1)> und ey = <(1)) definiert.

—[2 0 -1 —[2 2-v
« (8% =

0|1 0|1
a ﬁe_l O[il _ IQ A€1

01 0|1
Dles\ 1 ([ DI Aey

a<01>a _<o 1

Da A invertierbar ist, sind die Spalten Ae; und Aes linear unabhéngig. Somit liegen héchstens

die angegebenen Matrixgruppen in der Aquivalenzklasse Gyz.

Sei umgekehrt die Matrixgruppe (D(z4,ya), T1(x1,y1), Ta(z2, y2)) vorgegeben. Da zwei li-
near unabhéngige Spalten eine invertierbare Matrix definieren, liefern die Setzungen A :=

(xl $2> und v := % (xd> den gewiinschten Isomorphismus. O
Y1 Y2 Yd

Exakt analog beweist man das néchste Lemma.

Lemma 1.4. Die affine Aquivalenzklasse Gp1 besteht aus allen Matrizgruppen der Form

(T1(21,91), Ta(22, y2)) 5

mit
10 I 10 o
Tl(flfl,yl) = 0 1 hn ) TQ(:UQ?yQ) = 0 1 Y2 )
0 0|1 0 0]1

wobei <m1> , <m2> € R? linear unabhdingig sind.
Y1 Y2

Wir werden haufig die genauen Translationsanteile unterdriicken, z. B. werden wir T} statt
T (z1,y1) schreiben.

Bemerkung 1.5. Sei G = (D, T1,T5) eine beliebige Matrizgruppe aus Gpp. Dann gilt

1. (Th,T3) ist ein Normalteiler von G.



2. G zerfillt in das innere semidirekte Produkt G = (T1,T5) x (D).
3. G/(T1,Ts) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 2. Genauer: G/(T1,Ts) = (D).

Beweis. 1. Man rechnet nach, dass Konjugation mit den Erzeugern von G nicht aus
(Th,T5) herausfiihrt.

2. Da das Erzeugnis von (T,72) und (D) bereits ganz G ist und da der Schnitt dieser
beiden Untergruppen trivial ist, folgt die Behauptung aus dem ersten Teil.

3. Betrachte die Abbildung
a:(Ty,Ty) x (D) — (D) : (t,d) — d. (8)

Nach Konstruktion des semidirekten Produktes ist dies ein Gruppenepimorphismus.
Ebenso sieht man, dass Kern(«) = (11, T»). Die Behauptung folgt nun aus dem Homo-
morphiesatz. O

Wann immer eine Gruppe operiert, stellt sich die Frage nach einem Vertretersystem der
Bahnen. Fiir unsere Gruppen kénnen wir zusétzlich noch einige angenehme topologische
Eigenschaften fordern.

Definition 1.6. Sei G < Eukl(R?). Ein Fundamentalbereich von G ist eine Teilmenge F' C R?
mit den Eigenschaften

1. F ist kompakt.

2. F ist zusammenhéngend.

3. Es gibt ein Vertretersystem V' der Bahnen von G auf R?, sodass z%g V CF =1V gilt.

Man bemerke, dass F = V automatisch aus ]?‘Q V C F folgt, falls der Abschluss des
Inneren von F' gleich F' ist. Eine Gruppe hat im Allgemeinen mehrere verschiedene Funda-
mentalbereiche.

Beispiel 1.7. Das Parallelogramm (0,0), (x1,y1), (z1 + 2,91 + y2), (x2,y2) ist ein Funda-
mentalbereich der Gruppe (T1(x1,y1), T2(z2,y2)) (mit der Notation aus Lemma .

Im n#chsten Lemma werden die Fundamentalbereiche von affin dquivalenten Untergruppen
miteinander verkniipft.

Lemma 1.8. Sei I C R? ein Fundamentalbereich von G < Eukl(R?). Sei o ein affiner

Isomorphismus von R?. Dann ist o(F) ein Fundamentalbereich von ao G o a™t.

Beweis. Wir fithren den Beweis in mehreren Etappen.

e o(F) ist kompakt: Sei {U;}ien eine offene Uberdeckung von a(F). Da « eine affi-

ne Abbildung ist, ist sie insbesondere stetig, folglich ist a~!(U;) offen. Demnach ist
{a=1(U;) }ien eine offene Uberdeckung von F. Da F kompakt ist, gibt es eine end-
liche Teiliiberdeckung o' (Uy),...,a Y (U,). Wir schlieBen nun, dass Uy, ..., U, eine
endliche Teiliiberdeckung von «(F) ist. Damit ist a(F') kompakt.



e a(F) ist zusammenhéngend: Seien U, W offen mit o(F) C UUW und UNWnNa(F) = 0.
Dann sind auch a~(U) und o~ (W) offen. Dariiber hinaus gilt F C o~ (U)Ua~ (W)
und a 1(U) Na ' (W) N F = 0. Da F zusammenhingend ist, folgt F C a~1(U) oder
F C o~ (W). Damit ergibt sich unmittelbar a(F) C U oder a(F) C W. Damit ist
a(F) zusammenhingend.

e o(F) enthilt ein Vertretersystem V der Bahnen: Sei a(y) € R? beliebig. Dann gibt es
ein g € G und ein = € F, sodass gz = y. Dann gilt auch

(aogoa)(a(z)) = aly).
Da a(z) € a(F), zeigt dies die Behauptung.

e Das Innere von «(F') ist im Vertretersystem V' enthalten: Seien «(f1) und a(f2) im In-

neren von «(F). Giibe es ein a0 g o a™!, dass diese Punkte ineinander iiberfiihrte,
so wiirde gf; = fo gelten, wobei fi und fo im Inneren von F' ldgen. Dies wire ein
Widerspruch dazu, dass F' ein Fundamentalbereich ist.

[e)

e Der Abschluss des Vertretersystems V ist a(F') Wegen o(F)C V C «(F) folgt dies dar-
aus, dass der Abschluss des Inneren von a(F') schon a(F) ist. O

Mit diesem Lemma ist die Bestimmung eines Fundamentalbereichs von Gruppen aus G2
vereinfacht.

Beispiel 1.9. In der Notation von Lemma[I.5 ist ein Fundamentalbereich der Gruppe G :=
(D(0,0),7T1(1,0),72(0,1)) durch das Dreieck (0,0),(1,0),(0,1) gegeben.

Beweis. Das Quadrat (0,0),(1,0),(1,1),(0, 1) ist ein Fundamentalbereich von (7%, T2). Wenn
man 75 o T7 o D auf das Dreieck (0,0), (1,0), (0,1) anwendet, erhdlt man das Dreieck (1,0),
(1,1), (0,1). Zusammen ergeben diese beiden Dreiecke das Quadrat, folglich enthélt das
Dreieck ein Vertretersystem der Gruppenoperation.

Da das Quadrat ein Fundamentalbereich von (T7,T5) ist, gilt fiir jeden inneren Punkt z
des Dreiecks (der auch innerer Punkt des Quadrats ist), dass jedes Element aus der Bahn
G/ (Th,T3) v genau einen Vertreter in diesem Quadrat hat. Da der Vertreter von Dx nicht
mehr im urspriinglichen Dreieck liegt (wie wir oben gesehen haben), sind alle inneren Punkte
des Dreiecks im Vertretersystem enthalten. Der Abschluss der inneren Punkte des Dreiecks
ist schon das gesamte Dreieck. Damit handelt es sich um einen Fundamentalbereich. O

Beispiel 1.10. In der Notation von Lemma ist ein Fundamentalbereich der Gruppe
(D(0,0),T1(x1,91), Ta(xz2,y2)) durch das Dreieck (0,0), (x1,y1), (z2,y2) gegeben.

Beweis. Das ist eine Konsequenz aus Lemma [1.8], wenn man mit dem Fundamentalbereich
aus Beispiel startet und die affine Isomorpie aus Lemma [1.3| verwendet. O

10



1.2. Faltkantenmuster

Wir mdéchten untersuchen, welche Muster man aus einem Blatt Papier falten kann, ohne
dieses zu verbiegen. Wihrend beim Origami virtuose Formen durch mehrfaches Zusammen-
und Auseinanderfalten entstehen, beschéftigen wir uns in dieser Arbeit nur mit einer einzigen
Faltung. Wir setzen weiterhin voraus, dass alle Faltkanten gerade sind.

Die Bedingung, dass das Papier nicht verbogen werden darf, lisst sich auch anders be-
schreiben: Wir fordern, dass alle unsere Faltungen auch mit Stahlplatten ausgefithrt werden
konnen, die entlang der Faltkanten mit Scharnieren verbunden sind.

Formal heifit dies, dass die Funktion, die das Muster beschreibt, stiickweise affin ist (wobei
die Details in den Definitionen und ausgefithrt werden).

Damit ist die Position der Faltkanten wesentlich fiir die Faltung, wir beginnen also mit
einer Beschreibung selbiger. Wir haben dabei insbesondere Muster wie in den Abbildungen
und [2| dargestellt im Sinn (man muss sich diese natiirlich in alle Richtungen unendlich
ausgedehnt vorstellen, um die doppelte Periodizitit zu gewéhrleisten).

Abbildung 1: Hexagonales Muster Abbildung 2: Parallelogramm—Muster

Es ist eine plausible Annahme, dass diese Muster aus Polygonen aufgebaut sind. Da wir
in dieser Arbeit nur Muster aus konvexen Polygonen[ﬂ betrachten, beschrénken wir unsere
Definitionen auf diese.

Definition 1.11. Seien vy, ...,v; € R™. Die konvexe Hiille von vy, ..., v ist definiert als
die Menge

k
{a101+---+akvk\ai EREO,ZCLI' = 1}. (9)
i=1
Falls keiner der Punkte v1, ..., v, zur Bildung der Menge weggelassen werden kann, so heif3t
die Menge konvexes Polygon und die vy, ..., v; sind dessen Eckpunkte.

Man kann sich iiberlegen, dass alle Innenwinkel eines konvexen Polygons hochstens Wert 7
haben. Wir kénnen sogar zeigen, dass sie kleiner als 7 sind. Dazu betrachten wir ein konvexes

! Also solche, die fiir je zwei Punkte auch deren Verbindungsstrecke enthalten.
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Polygon mit Eckpunkten vy, ..., v;. Wére der Winkel am Eckpunkt v; gleich m, so ldge dieser
Punkt auf einer Kante des Polygons, also zwischen zwei anderen Eckpunkten v; und v;. Damit
wére die konvexe Hiille von vy, ..., v} identisch zur konvexen Hiille von vs, . . ., vg. Dies stiinde
im Widerspruch zur Definition eines konvexen Polygons, da dort gefordert wurde, dass die
Eckpunkte eine minimale Menge sind, deren konvexe Hiille das Polygon ergibt.

Man kann die Definition auch so verallgemeinern, dass man den Winkel 7 zulésst, miisste
dann aber von der Minimalitdtsbedingung Abstand nehmen.

Bemerkung 1.12. Die konveze Hiille ist abgeschlossen und konvex. Da sie von endlich vielen
Punkten aufgespannt ist, ist sie auch kompakt.

Unter affinen Abbildungen werden Polygone auf Polygone abgebildet:

Lemma 1.13. Set P C R" ein konvexes Polygon mit Eckpunkten vy, ...,vp und f : P — R™
eine injektive affine Abbildung. Dann ist f(P) C R™ ein konvexes Polygon mit Eckpunkten

f(vl), ey f(vk)

Beweis. Da f auf P affin ist, hat es dort die Form f + tr, wobei f linear ist und ty € R™.

Dann gilt
f ({awl + -+ agvg

= {f(alvl + -+ akvk)

k
ai€R>0,Zai:1}>

i=1

k
ai€R>0,Zai:1}

i=1

k
a; ERZO,ZCM: 1}
=1
k
a; GRZO,Zai: 1}

=1

= {f(alvl + o+ agug) + by

= {(11f(7)1)+~.~—|—akf(1)k) —l—(al —|-..._|_ak)tf

= {alf(vl) + - agf(vr)

k
aiGRzo,Zaizl}

=1

Damit ist f(P) ein konvexes Polygon mit Eckpunkten f(v1),..., f(vg). Die Minimalitéit wird
dabei durch die Invertierbarkeit von f auf P gesichert. O

Als néchstes soll die Ebene in solche Polygone unterteilt werden. Dabei ist darauf zu achten,
dass jeder Punkt in einem solchen Polygon vorkommt und dass sich die Polygone hochstens
in den Réndern schneiden. Die Polygone sollen sich auch verniinftig zusammenfiigen, d. h.
Eckpunkte sollen nur mit anderen Eckpunkten zusammenstoflen. Damit konnen wir die De-
finition fiir unsere Zerlegung angeben.

Definition 1.14. Sei M C R" und {P;};en sei eine abzdhlbare Familie von Teilmengen des
R". Das Paar (M, {P;};jen) heiit Polygonzerlegung (im R"), falls:

12



1. Jedes P; ist ein konvexes Polygon.

3. Schneidet man zwei Polygone P; und Py, so tritt einer von vier Féllen auf:
e Sie sind gleich.
e Sie haben leeren Schnitt.
e Sie schneiden sich in genau einem Punkt, der Eckpunkt beider Polygone ist.

e Ihr Schnitt ist eine Strecke zwischen v und vo, wobei v1 und v9 Eckpunkte beider
Polygone sind (also in einer gemeinsamen Kante).

Wegen Bedingung [2| geniigt es, {P;}jen anzugeben, um eine Polygonzerlegung eindeutig
festzulegen.

Die Abbildungen [1] und [2] sind Beispiele fiir Polygonzerlegungen. Ein Beispiel fiir eine Un-
terteilung der Ebene (bis auf die Nullmengen der Rénder), die keine Polygonzerlegung ist,
liegt in Abbildung 3| vor. Dabei entsprechen die Rechtecke unseren Polygonen. Schneidet man
zwei Rechtecke, die direkt itibereinander liegen, so ist der Schnitt die Hélfte einer Rechteck-
seite. Damit liegt keine Polygonzerlegung vor. Es ist jedoch moglich, durch die Einfithrung
zusétzlicher Kanten eine Polygonzerlegung zu erschaffen. Eine mogliche solche Verfeinerung
ist in Abbildung [ zu sehen.

Abbildung 3: Ungiiltige Aufteilung Abbildung 4: Giiltige Verfeinerung

Polygonzerlegungen haben die angenehme Eigenschaft, dass sie unter injektiven, stiickwei-
se affinen Abbildungen wieder auf Polygonzerlegungen abgebildet werden. Man beachte, dass
solche Abbildungen automatisch stetig sind.

Lemma 1.15. Sei (M, {P;}jen) eine Polygonzerlegung im R™. Sei f : M — R" eine in-
jektive Abbildung, die eingeschrinkt auf jedes Pj affin ist. Dann ist (f(M),{f(Pj)}jen) eine
Polygonzerlequng.

Beweis. Offenbar ist {f(Pj)}jen eine abzdhlbare Familie von Teilmengen von f(M). Wir
weisen also die Axiome fiir Polygonzerlegungen nach:

[0l Sei P; ein konvexes Polygon mit Eckpunkten v1,...,v;. Wegen Lemma ist f(Pj)
ein konvexes Polygon mit Eckpunkten f(v1),..., f(vg).
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2l Seiy € f(M), dann gibt es ein x € M mit y = f(z). Da UjeNPj = M, gibt es ein Py
mit z € Py. Folglich ist y € f(P), d-h. f(M) C U, ey f(£). Die andere Inklusion ist

klar.

Bl Wir zeigen, dass f(P; N Py) = f(P;) N f(Pg) gilt, daraus folgt dann die Behauptung.
Es ist klar, dass f(P; N Py) in f(P;) N f(Py) enthalten ist. Die andere Richtung folgt
aus der Injektivitdt von f. O

1.3. Dynamische Faltmuster

Wir sind nun bereit, den Faltprozess selbst zu beschreiben. Dafiir ist wesentlich, dass die Po-
lygone der Ebene nicht verzerrt werden, d.h. dass die Abbildung, die die Faltung beschreibt,
eingeschriankt auf jedes dieser Polygone euklidisch ist. Da wir jederzeit an der durch das Po-
lygon definierten Ebene spiegeln konnen, kénnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass
diese Transformation durch eine Drehung induziert wird.

Definition 1.16. Sei (M, {P;};en) eine Polygonzerlegung im R?. Ein dynamisches Falt-
muster auf (M, {P;};en) ist eine Abbildung F : [0,1] x M — R? mit den Eigenschaften:

1. F ist stetig.

2. F(t,)p, ist fiir jedes j € N eine eigentliche euklidische Abbildung.
3. F(0,(z1,22)) = (w1, 22,0) fiir alle (z1,z2) € R2.

4. Fiir 0 < t < 1ist F(t,-) injektiv.

Damit haben wir den Prozess der Faltung beschrieben. Wahrend F(0, ) das noch flache
Papier darstellt, befindet sich F(1,-) in der endgiiltigen Faltungsphase. Die Injektivitit sorgt
dafiir, dass das Papier sich wihrend des Faltens nicht selbst beriihrt, also insbesondere nicht
durchdringt. Eine Beriihrung am Ende der Faltung ist aber erlaubt. Wir heben einen Spezi-
alfall einer solchen Beriihrung explizit hervor, und zwar den Fall, dass das Papier am Ende
des Faltprozesses wieder flach ist (wobei Uberlagerungen des Papiers erlaubt sind).

Definition 1.17. Ein dynamisches Faltmuster F auf (M, {P;};jen) heit flach zusammen-
faltbar, falls (1, M) in einer Ebene liegt.

Eine andere schone Eigenschaft, die ein dynamisches Faltmuster aufweisen kann, sind Fix-
punkte. Dabei handelt es sich um Punkte, die wihrend des Faltvorgangs ihre Position nicht
verdndern. Etwas formaler heifit das:

Definition 1.18. Sei (M, {P;}jen) eine Polygonzerlegung und F ein dynamisches Faltmuster
dariiber. Der Punkt (zgy, yax) € M heifit Fixpunkt (von F), falls

-F(ta (xﬁm yﬁx)) = (wﬁxa Yfix, 0)

fur alle ¢t € [0, 1] gilt.
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1.3.1. Bestimmung der Stetigkeit

Wenn man konkret ein dynamisches Faltmuster angeben mochte, stellt man schnell fest, dass
es etwas unhandlich ist, die Stetigkeit direkt nachzurechnen. Aus diesem Grund wollen wir ein
einfacheres Kriterium dafiir angeben. Da man die Abbildungsmatrizen fiir die euklidischen
Abbildungen auf den Polygonen meist sowieso bestimmt, sollen diese unsere Ausgangspunkte
sein. Zuvor miissen wir noch einige technische Details klarstellen.

Definition 1.19. Eine Polygonzerlegung (M, {P;} cn) im R™ heifit lokal endlich, falls es
zu jedem x € M eine Umgebung gibt, die nur mit endlich vielen verschiedenen P; nicht leeren
Schnitt hat.

Diese Bedingung ist in den Anwendungen nahezu immer erfiillt. Wir kénnen sie sogar noch
verschérfen:

Lemma 1.20. Sei (M,{P;};en) eine lokal endliche Polygonzerlegung und x € M. Dann gibt
es eine Umgebung U von x, sodass PN U # 0 genau dann, wenn x € P;.

Beweis. Nach Definition gibt es eine Umgebung U, die nur von endlich vielen verschiedenen P;
geschnitten wird. Falls x in einem dieser P; nicht vorkommt, so hat es einen positiven Abstand
d davon (da P; kompakt ist). Ersetze U durch U N {y € R?||jy — ||, < 2}, dann schneidet
P; dieses U nicht mehr. Da es nur endlich viele verschiedene P; gibt, die U schneiden und x
nicht enthalten, erzeugen wir durch Iteration dieses Verfahrens nach endlich vielen Schritten
die gesuchte Umgebung. O

Um die Stetigkeit des Faltmusters zu zeigen, weisen wir sie zunéchst auf jedem der Polygone
nach. Da die Aff(R") ihre Topologie (und damit ihren Stetigkeitsbegriff) vom R(+1)x(n+1)
erbt, beginnen wir mit einer Untersuchung von Matrizen.

Lemma 1.21. Sei M € R™™ und v € R™*!. Dann gilt || Mv|, < n¥?| M| ||v]|,, wobei
|M||,, der Betrag des betragsmdafig griften Eintrags von M ist.

Beweis. Es gilt

2 2
n n n n
IMolly = DD Moy | < (1D D] 1Myl
i=1 \ j=1 i=1 \ j=1
2 2
n n
< > Ml lvlly | = 1Ml 0]l
i=1 \j=1
n
3
= [ Ml l[v]ly | D 0?2 =n" M|, [[v]l,- O
=1

Lemma 1.22. Sei~y : [0,1] — R™ " t s M; (komponentenweise) stetig. Seiv € R"*1. Dann
ist auch [0,1] — R™ 1 t s Myv stetig.
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Beweis. Sei ¢ > 0. Da v in jeder Komponente +;; stetig ist, gibt es fiir jede davon ein ¢,
sodass |7;;(t") — i (t)] < g ist. Wenn wir § als das Minimum der §;; wéhlen, dann folgt

vl
die Behauptung aus Lemma [I.21] ]

Lemma 1.23. Sei vy :[0,1] — Aff(R"),t — ~(t) stetig. Dann ist auch ¢ : [0,1] x R® — R" :
(t,x) — y(t)(x) stetig.

Beweis. Sei (t,z) € [0,1] x R" und £ > 0. Wir suchen eine Umgebung V' von (¢, x), sodass

ot ") — o(t, z)||, < e

fiir alle (¢',2’) € V. Da [0, 1] x R™ mit der Produkttopologie ausgestattet ist, geniigt es, eine
Umgebung V; von ¢t und eine Umgebung V5 von x zu finden, sodass

Hg@(t',x') — o(t, :zr:)H2 <e

fiir alle ' € V4 und 2’ € V5 gilt. Es gilt

@', 2") = et 2)][, = [l ’)+<P(tw’)—<ﬁ(t>$)H2
< [ )z H2 + ()@ =y @),

Da 7(t) stetig ist, gibt es eine Umgebung V2 von z, sodass der zweite Summand fiir 2/ € V3
kleiner als § ist. Wir fordern zusitzlich, dass V5 in einem Ball mit Radius 1 um z enthalten
ist, wodurch [|2/||y < ||z, + 1 gilt.

Wir kénnen ~(t)(z) auch als M; - = schreiben, wobei M; € ROTUX(+1D) die zugehsrige
Abbildungsmatrix ist. Da die Aff(R") ihre Topologie von der des R(+)>(+1) erbt st die
Abbildung ¢ — M; komponentenweise stetig. Wir finden also mit Lemma[I.22]eine Umgebung

[

Vi, sodass fiir t' € V; folgt, dass der erste Summand kleiner als § ist. O

Damit kénnen wir unseren Satz présentieren:

Satz 1.24. Sei (M,{P;};en) eine lokal endliche Polygonzerlegung im R%. Sei F : [0,1]x M —
R3 eine Abbildung mit den Eigenschaften:

o M — R3 x v F(t,x) ist fiir jedes t € [0,1] stetig.
e Fiir jedes P; gibt es eine stetige Abbildung v; : [0,1] — Aff(R3), sodass F(t,x) =
i () ().
Dann ist F stetig.
Beweis. Die Abbildung [0,1] x R? — R?, (t,z) — v;(t)(z) ist gemiB Lemma stetig,
insbesondere ist auch ihre Einschrénkung auf P; stetig.
Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Stetigkeit auch an den Réndern der Polygone
gilt, bzw. dass diese zusammenpassen. Sei also (¢,z) € [0,1] x M und ((tn,%n)),cy Sei eine

Folge, die dagegen konvergiert. Wegen Lemma kénnen wir davon ausgehen, dass x,, in
einem Polygon enthalten ist, in dem auch z liegt. Wir betrachten fiir jedes Pj, in dem x
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vorkommt, die Teilfolge ((tx, x)), ey, fiir die alle x;, in P; liegen. Dann konvergiert +; (tz)(x)
fur & — oo gegen v;(t)(z).

Wir haben die Folge damit in endlich viele konvergente Teilfolgen unterteilt (sodass ab
einem N € N jedes Folgenglied in einer dieser Teilfolgen vorkommt). Wenn wir jetzt zei-
gen, dass alle diese Teilfolgen den selben Grenzwert haben, ergibt sich die Konvergenz von
((tn, Tn))pen- Zu zeigen ist also, dass v;(t)(z) = v(t)(z) fiir z € P; N P, gilt. Dies folgt aber
daraus, dass x — F(t,x) stetig ist. O

1.3.2. Symmetrie

Wir moéchten beschreiben, dass ein Faltmuster auch wihrend der Faltung gewisse Symmetri-
en einhélt. Hierbei muss man allerdings aufpassen, da sich beim Faltvorgang z. B. die Lénge
und die Richtung der Translationen dndern. Die Symmetriegruppe bleibt aber ,im Wesent-
lichen® gleich. Diese Gleichheit wird durch affine Aquivalenz beschrieben, wie wir in den
Lemmata und fiir zwei Spezialfille gezeigt haben.

Wenn man Invarianz unter der affinen Isomorphieklasse U beschreiben mochte, kann man
zu jedem Zeitpunkt ¢ ein Element U; € U wéhlen und fordern, dass gF (¢, M) = F(t, M) fiir
jedes g € U, gilt. Damit haben wir jedoch nur beschrieben, dass das Faltmuster zu jedem
Zeitpunkt ¢ invariant unter einem Element von U ist. Es ist aber plausibel, dass sich dieses
U; kontinuierlich mit der Faltung veréindert. Dies kénnen wir durch eine stetige Abbildung
7 :[0,1) — Aff(R?) mit 7(0) = Id beschreiben, wobei Aff(R?) in die Matrixgruppe R3*3
eingebettet ist und wir Stetigkeit komponentenweise interpretieren. Dann ist U; gegeben als
7(t) o Ug o 7(t) L.

Wir erwarten aber noch eine weitere Eigenschaft, und zwar sollen sich die transformierten
Gruppenelemente auf dem gefalteten Muster genauso verhalten, wie es die {iblichen Grup-
penelemente auf der Grundfliche tun. Dies entspricht der Bedingung

(r(t) o goT(t) ") F(t,x) = F(t, gz)

fiir jedes g € Uy. Die Plausibilitdt dieser Forderung sieht man so: Die Eckpunkte der Polygone
in der Polygonzerlegung bilden eine diskrete Menge, der minimale Abstand ist sogar positiv.
Wir gehen nun davon aus, dass g einen der Punkte P in einen anderen Punkt @ iiberfiihrt.
Wenn wir jetzt ein wenig auffalten, variieren wir P leicht, sodass es zu P’ wird. Gleichzeitig
wird g leicht variiert (zu 7(t) o g o 7(t)~!) und bildet den Punkt P’ auf einen Punkt Q' ab.
Dieser Punkt @’ muss sich wegen der Stetigkeit in der Nihe von @ befinden. Da es aber einen
minimalen Abstand zwischen Punkten gibt, lisst es sich einrichten, dass der Abstand von @’
und Q kleiner als dieser ist, sodass nur @ durch die stetige Faltung zu @’ werden konnte.

Offenbar miissen wir die Invarianz zunéchst einmal fiir ¢ = 0 definieren, also fiir eine
Polygonzerlegung.

Definition 1.25. Sei (M, {P;};en) eine Polygonzerlegung im R™. Sie heifit invariant unter
Ge Eukl(R"), falls g{ P;}jen = {P}}en fiir jedes g € G gilt.

Definition 1.26. Sei U eine affine Isomorphieklasse in Eukl(R?) und Uy € U. Ein dynami-
sches Faltmuster F iiber der Polygonzerlegung (M, {P;}jen) im R? heifit invariant unter
(U, 7), falls 7 : [0,1) — Aff(R?) eine stetige Abildung mit folgenden Eigenschaften ist:
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1. 7(0) = Id.
2. {P}}jen ist invariant unter Up.

3. (t(t)ogor(t) 1) F(t,x) = F(t,gx) fiir jedes g € Uy. Dabei operiert 7(t) o go 7(t)~! in
der dritten Komponente trivial.

Man beachte, dass die Symmetrie bei ¢ = 1 gebrochen werden kann. Das ist z. B. dann der
Fall, wenn das Faltmuster flach zusammenfaltbar ist. Tritt dies ein, so ist es nur noch in eine
Richtung translationssymmetrisch.

Eine Konsequenz daraus, dass die Untergruppe zu jedem Zeitpunkt trivial auf der dritten
Komponente operiert, ist diese Beobachtung:

Bemerkung 1.27. Enthdlt die affine Isomorphieklasse aus Definition Translationen,
so sind diese zu jedem Fualtzeitpunkt parallel zur zy—Fbene.

1.3.3. Aquivalenz

Wenn man eine Faltung im Raum dreht, sollte sich das Wesen der Faltung nicht &ndern. Um
diese Intuition préazise zu machen, definieren wir eine Aquivalenzrelation auf den dynamischen
Faltmustern.

Definition 1.28. Seien F,G dynamische Faltmuster iiber derselben Polygonzerlegung. Sie
heiflen quivalent, wenn es eine Schar euklidischer Abbildungen ¢ : [0, 1] — Eukl(R?),t — ¢,
gibt mit den Eigenschaften:

1. ¢ ist stetig.
2. $o = IdRS.
3. G(t,x) = oy (F(t,z)) fiir alle (¢, ) € [0,1] x R2.

Bemerkung 1.29. In der Situation von Deﬁm’tz’on ist (t) eine eigentliche euklidische
Abbildung, d. h. der Linearteil von o(t) liegt in der SO(3).

Beweis. Da ¢ stetig ist, ist auch die Abbildung, die ¢ auf den Linearteil von ¢(t) abbildet,
stetig. Da die Determinantenabbildung stetig ist, ist auch die Abbildung von ¢ auf die De-
terminante des Linearteils von ¢(t) stetig. Diese Abbildung nimmt aber nur —1 oder +1 an
und ist gleich 1 fiir ¢ = 0. Folglich ist sie konstant Eins und der Linearteil von ¢(t) hat stets
positive Determinante, ist also eine Drehung. O

Bemerkung 1.30. Es handelt sich bei der z'n definierten Aquivalenz um eine Aquiva-
lenzrelation. Ist umgekehrt ein dynamisches Faltmuster F und eine solche Schar oy gegeben,
so ist auch (t, ) — @¢(F(t,x)) ein dynamisches Faltmuster.

Dieser Aquivalenzbegriff ist vor allem in Rechnungen niitzlich. Er erlaubt es uns némlich,
mit einem Vetreter zu rechnen, der angenehme Eigenschaften wie z. B. Fixpunkte (vgl. Defi-
nition [1.18)) besitzt. Das erlaubt es, die Abbildungsvorschriften iibersichtlicher zu halten. Wir
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beweisen zunéchst, dass wir einen Punkt als Fixpunkt wéahlen kénnen. Man kann allgemei-
ner zeigen, dass es einen Vertreter gibt, bei dem ein ganzes Polygon punktweise fest bleibt.
Da wir uns letztendlich fiir symmetrische Muster interessieren, schréankt Bemerkung die
Vertreterwahl ein. Im Allgemeinen ist es dann nicht mehr méoglich, ein ganzes Polygon zu
fixieren.

Lemma 1.31. Sei F ein dynamisches Faltmuster auf der Polygonzerlegung (M,{P;};cn)
und sei (Tfig, Yfiz) € M. Dann gibt es ein zu F dquivalentes dynamisches Faltmuster G mit
Fizpunkt (Z fig, Yfiz)-

Beweis. Definiere G durch
g(ta x) = ]:(t’ Q?) - ]:(ta (xﬁxv yﬁx)) + (xﬁxa Yfix, 0)

Dann erfiillt G die gesuchte Fixpunkteigenschaft. Im Sinne von Definition definieren wir
¢¢ als Translation um (xgx, Yax, 0) — F (¢, (Tax, Ysix))- Da F stetig ist, ist ¢ stetig. O

Unser Interesse gilt Bemerkung da wir des Ofteren Faltmuster untersuchen, in denen
es zwei verschiedene Translationssymmetrien gibt. Daraus folgt, dass jede Drehung, die eine
Aquivalenz induziert, auch diese Ebene festlassen muss.

Lemma 1.32. Sei R € SO(3) und (T1,T») ein zweidimensionaler R—invarianter Teilraum
des R3. Dann tritt einer dieser beiden Fille ein:

e Man kann die Drehachse von R orthogonal zu (Th,T2) wdhlen.
e Die Drehachse von R liegt in (T1,T5) und der Drehwinkel ist .

Beweis. Sei v orthogonal zu (11, Ty) in R3, dann ist B := (T3, T, v) eine Basis des R3. Da
R eine orthogonale Abbildung ist, bleibt Rv orthogonal zu (T7,T5). Folglich hat BRE die

Blockgestalt
Al0
0|s /)’

wobei s € R und A orthogonal ist, weil Ry, 7,) orthogonal ist, wie man an der Erhaltung
der Lingen sieht. Mit der Determinante erfahren wir, dass s = 4+1. Falls s = 1, so kénnen
wir v als Drehachse wéhlen und sind fertig.

Falls s = —1, wissen wir aus Lemma dass der Drehwinkel 7w sein muss. Auflerdem
muss der Eigenvektor zum Eigenwert 1 dann in (77,7%) liegen. O

Die Signifikanz dieses Lemmas liegt darin, dass sie uns Auskunft iiber alle Elemente der
SO(3) gibt, die eine Symmetrie auf unserem Faltmuster induzieren. Da der zweite Fall aus
Lemma selten vorkommt (da ein sehr spezieller Drehwinkel vorliegen muss), werden
wir diesen nicht im Detail analysieren. Es lohnt sich aber, ihn im Hinterkopf zu behalten,
da er sich in einigen Fallen als niitzlich erweisen konnte. Interessanter ist der Fall, dass die
Drehachse orthogonal auf der Ebene steht, da dann die gesamte SO(2) auf dem Faltmuster
operiert.
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Wir wollen dazu annehmen, unser dynamisches Faltmuster habe einen Fixpunkt. Wenn
jeder Punkt durch Zylinderkoordinaten (r,¢,h) beschrieben ist, kénnen wir aufgrund der
Operation der SO(2) zu jedem Zeitpunkt einen Punkt auswéhlen und dessen Winkelkompo-
nente beliebig setzen.

1.4. Statische Faltmuster

Wir wollen noch eine andere Perspektive auf Faltungen geben, und zwar ein statisches Bild.
Man kann sich ndmlich die Projektion der Kanten eines Faltmusters auf eine Ebene ansehen
und sich fragen, welches Faltmuster ein solches Bild erzeugt haben kénnte. Dabei erlauben
wir auch solche Muster, die sich nicht durch eine stetige Transformation aus einem Blatt
Papier gewinnen lassen.

Es stellt sich die Frage, welche Form die Projektion der Kanten haben kann. Um plausibel
zu machen, dass ein solches projeziertes Muster eine Polygonzerlegung ist, betrachten wir die
Projektion der Kanten einiger dynamischen Faltmusters.

Folgerung 1.33. Sei (R%,{P;};en) eine Polygonzerlegung und F ein dynamisches Faltmuster
darauf. Fir 0 <t <1 ist (Bild(f(t, ), {F(t, Pj)}jeN) eine Polygonzerlegung.

Sei weiterhin E : R3 — R? die Projektion auf die ersten beiden Komponenten. Falls E o
F(t,-) injektiv ist, so ist (Bild(E o F(t,-)), {E(F(t, Pj))}jeN> eine Polygonzerlegunyg.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz von Lemma [1.15 O

Wir arbeiten nun umgekehrt und gehen von einem Muster auf der Ebene aus. Wenn wir
nun allen Eckpunkten eine dritte Koordinate (eine Hohe) zuordnen, und zwischen diesen
linear interpolieren, so erhalten wir wieder ein Faltmuster. Dieses ist genau dann aus Papier
erzeugbar (jedoch nicht notwendig auffaltbar), wenn die Winkelsumme an jedem Punkt 360°
betrigt. Offensichtlich muss diese Bedingung nur an den Eckpunkten {iberpriift werden.

Definition 1.34. Sei (M,{P;};en) eine Polygonzerlegung im R?. Eine Héhenfunktion
ist eine stetige Abbildung h : M — R, die auf jedem P; affin ist. Sie heiit statisches
Faltmuster, falls die Winkelsumme an jedem Punkt von Graph(h) genau 360° betrigt.

Bemerkung 1.35. Zu jeder Héhenfunktion h : M — R korrespondiert eine stetige, injektive
Abbildung h : M — Graph(h),z — (x,h(z)), die auf jedem P; affin ist.

Beweis. Nach Konstruktion ist & stetig und injektiv. Da h auf P; affin ist, ldsst sich h(z) fiir
x € P; als M; - x + t; schreiben, wobei M; € R*2 und t; € R gilt. Damit lésst sich h aus P;
durch

beschreiben, ist also eine affine Abbildung. O

Eine Hohenfunktion induziert eine Polygonzerlegung auf ihrem Graphen:
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Lemma 1.36. Sei (M,{P;}jen) eine Polygonzerlegung im R? und h eine Hohenfunktion
dariiber. Dann ist (Graph(h), {Graph(h|pj)}j€N> eine Polygonzerlegung.

Beweis. Das ist eine Konsequenz aus Lemma [I.15] wenn man die Abbildung aus Bemerkung
[.35] verwendet. O

Zum Berechnen der Winkelsumme um einen Eckpunkt ¢ betrachten wir alle Polygone FP;,
die ¢ enthalten und summieren ihre Innenwinkel bei q. Wir kénnen zeigen, dass diese Winkel
stets kleiner als 180° sind, da wir es mit konvexen Polygonen zu tun haben:

Lemma 1.37. Sei P C R? ein konveves Polygon und h : P — R affin. Dann ist Graph(h)
ein konvezxes Polygon.

Beweis. Unter Verwendung der Abbildung aus Bemerkung folgt die Behauptung aus
Lemma [[L13 O

Wenn man die Hohen aller Punkte um den gleichen Wert &éndert, bleibt das Faltmuster im
Wesentlichen erhalten. Das motiviert die folgende Definition von Aquivalenz:

Definition 1.38. Zwei Hohenfunktionen hi, ho : M — R heiflen dquivalent, wenn es ein
v € R gibt, sodass hi(p) = ha(p) + v fiir alle p € M gilt.

Wie schon bei den dynamischen Faltmustern interessieren uns symmetrische statische Falt-
muster. Die Definition fiir statische Faltmuster ist aber sehr einfach.

Definition 1.39. Sei G < Eukl(R?) und h : R? — R ein statisches Faltmuster. Das Muster
heiBt invariant unter G, falls h(g(z)) = h(x) fiir alle g € G und z € R? gilt.

Es gibt statische Faltmuster, die besonders simpel sind. Dabei handelt es sich um soge-
nannte Zickzack-Faltungen:

Definition 1.40. Sei h : RZ2 — R eine Hohenfunktion und v € R2. Die Hohenfunktion A heift
v—Zickzack—Faltung, falls p; —ps € (v) impliziert, dass h(p1) = h(p2) gilt (fiir p1, p2 € R?).

Bei einer Zickzack—Faltung sind die Eckpunkte der Polygone in der Polygonzerlegung nicht
gegeniiber den Punkten ausgezeichnet, die auf den Kanten liegen. Infolgedessen ist die Win-
kelsumme dieser Eckpunkte 360°, genau wie bei den Punkten auf den Kanten. Somit ist eine
Zickzack—Faltung immer auch ein statisches Faltmuster.

Um konkret nachzuweisen, dass eine solche Faltung vorliegt, ist es sinnvoll, die Ebene so zu
triangulieren, dass man die Voraussetzungen des néchsten Lemmas leicht iiberpriifen kann.

Lemma 1.41. Seien A, B,C € R? Eckpunkte eines nicht entarteten Dreiecks /. Seih : A —
R ein statisches Faltmuster mit h(A) = h(B), das durch h(A), h(B) und h(C) festgelegt ist.
Dann ist h eine v—Zickzackfaltung, wobei v der Verbindungsvektor zwischen A und B ist.
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. : . A B
Beweis. Wir betrachten Graph(h). Die Punkte <h(A)) und (h(

B)) haben nach Vorausset-

zung den Verbindungsvektor 8
Wire die Behauptung falsch, so gibe es einen Verbindungsvektor zwischen zwei Punkten
aus Graph(h) von der Form Z mit z # 0. Da eine affine Ebene durch einen Punkt und
zwei linear unabhéngige Vektoren festgelegt ist, hitten wir damit die Ebene beschrieben. Nun
. . A C . .. .
betrachte den Verbindungsvektor zwischen <h ( A)) und (h ( C)) Dieser miisste dann eine

Linearkombination der beiden ersten Verbindungsvektoren sein.

Damit hétte er aber die Form (ow) mit «,F € R. Dies wiirde bedeuten, dass der Ver-

B

bindungsvektor von A nach C in (v) ldge, was ein Widerspruch zur Voraussetzung wére, ein
nicht entartetes Dreieck vorliegen zu haben. O

Lemma 1.42. Sei M C R? eine beschrinkte, konvexe Menge, die sich als Vereinigung endlich
vieler konvewer Polygone P; darstellen lisst. Sei ferner h eine Héhenfunktion auf M, die auf
jedem Pj eine v-Zickzack—Faltung ist. Dann ist h auf ganz M eine v—Zickzack—Faltung.

Beweis. Seien p1,ps € M mit p1 — pa € (v). Da M konvex ist, liegt die Verbindungsstrecke
p1p2 ganz in M. Diese Verbindungsstrecke schneidet endlich viele der P;. Da die P; konvex
sind, gibt es endlich viele Ubergéinge zwischen verschiedenen P;, die durch eine endliche
Folge von Punkten p1,q1,q2,...qm,p2 auf pips beschrieben sind. Weil h stetig ist, haben
diese Punkte eine wohldefinierte Héhe und sind Teil zweier benachbarter Polygone. Folglich
gilt h(gm) = h(p2) und iterativ folgt (da auf allen P; eine v-Zickzack-Faltung vorliegt)

h(p1) = h(p2). O

Lemma 1.43. Sei G € Gy und F sei ein Fundamentalbereich von G. Auf F sei die
Hohenfunktion h eine v—Zickzack—Faltung. Dann liefert h auch eine v—Zickzack—Faltung auf
ganz R?.

Beweis. Seien p1,ps € R? mit ps — p1 € (v). Die Verbindungsstrecke liegt in der abgeschlos-
senen Kugel mit Radius ||p1||y + ||p2|ly- Fiir ¢ € G betrachten wir die Restklasse g(T7,T5).
Da T} und T3 linear unabhéngige Translationen sind, schneiden nur endlich viele Elemente
von g(T1,T5)F die Kugel. Gemifl Lemma ist G/(T1, 1) zweielementig, also miissen wir
nur zwei dieser Restklassen betrachten. Insgesamt haben also nur endlich viele gF mit g € G
nichtleeren Schnitt mit der Kugel.

Die Behauptung folgt mit Lemma und der Tatsache, dass eine Punktspiegelung die
Richtung einer Zickzack—Faltung nicht dndert. O

Wenn wir also eine Polygonzerlegung gegeben haben, die einen Fundamentalbereich mit
endlich vielen Elementen iiberdeckt und sich selbst so in Dreiecke zerlegt, dass auf jedem
dieser Dreiecke eine Zickzack—Faltung vorliegt (in dieselbe Richtung), so liegt auch auf der
gesamten Ebene eine solche Zickzack—Faltung vor.
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2. Das Miura—0Ori

In diesem Kapitel untersuchen wir eine Verallgemeinerung des Miura—Ori—Faltmusters, die
durch eine Verkleinerung der Symmetriegruppe entsteht. In Abschnitt beschreiben wir,
wie die Faltung dieses Musters anschaulich aussieht, wihrend die konkrete Berechnung der
Faltabbildung in Abschnitt vorgenommen wird. Wir untersuchen in Abschnitt wann
das Muster flach zusammenfaltbar ist. Im letzten Abschnitt fiigen wir alle Resultate zum
gesamten dynamischen Faltmuster zusammen und zeigen eine Visualisierung in Maple.

2.1. Anschauliche Beschreibung der Faltung

Das Miura—Ori ist ein Faltmuster, dessen Grundfliche aus Parallelogrammen aufgebaut ist.
Diese Grundfliche ist in Abbildung [2] dargestellt. Das Muster hat zwei Translationssymme-
trien, eine Drehsymmetrie um 180° und eine Spiegelsymmetrie. Ignoriert man die Spiegelung,
lasst sich das Muster verallgemeinern (siehe Abbildung .

)

Abbildung 5: Faltmuster des verallgemeinerten Miura—Ori

Wenn man noch nie gesehen hat, wie sich dieses Muster falten lisst, mag es einem langweilig
vorkommen, da man nur Knicke entlang der vertikalen Linien erwartet. Das ist aber ein Trug-
schluss, denn insbesondere die Knicke entlang der diagonalen Linien machen dieses Muster
interessant. In Abbildung [6] sind mehrere Stadien eines solchen Faltvorgangs dargestellt.
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(b) a ~ 0.2866

(¢) a =~ 0.4095 (d) &~ 0.5323

(e) a ~ 0.8599 (f) o = 0.9627

Abbildung 6: Verschiedene Faltstadien des Miura—Ori
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2.2. Faltung zu einem festen Zeitpunkt

Wir méchten die dynamischen Faltmuster des Miura—Ori explizit angeben. Dabei geniigt es,
sich auf einen Fundamentalbereich einzuschrianken, wobei man darauf achten muss, dass sich
die Abbildung geeignet fortsetzen lidsst. Wir betrachten den in Abbildung [5| farbig markier-
ten Bereich als Fundamentalbereich der Translation, sowie das in dieser Abbildung skizierte
Koordinatensystem. Beziiglich diesem sind die Translationen durch <(1)> und <:§/2 : ;:11> ge-
geben. Sie sind genau dann orthogonal, wenn ys = y1, wie es z. B. beim klassischen Miura—Ori
der Fall ist. Wir setzen voraus, dass z1 < 0 und xo > 0 gelten.

Da uns nur die Faltung selbst interessiert, wiahlen wir geméfi Lemma den Ursprung
als Fixpunkt. Nach der Analyse in Kapitel diirfen wir auch fordern, dass (0,1) auf
(0, cos(a),sin(a)) abgebildet wird. Dies erschopft alle moglichen Freiheitsgrade. Wihrend
der Rechnung wird sich zeigen, welche Vorteile diese Wahl hat.

Wir suchen nach euklidischen Abbildungen fiir die einzelnen Bereiche. Da der Nullpunkt
ein Fixpunkt ist, ist der Translationsanteil Null. Demnach handelt es sich um reine Drehun-
gen (vgl. Definition . Die Drehsymmetrie erzwingt, dass die dritten Koordinaten von
Nullpunkt und (z1,y1) stets gleich sein miissen. Damit ist die dritte Koordinate von (x1,y1)
wahrend des Faltvorgangs stets Null.

Wir beschreiben die Faltung in Abhéngigkeit der Position von (0, 1) in der Faltung. Der Fall
o < 0 kann durch Spiegelung an der Grundebene auf den Fall o > 0 zuriickgefiihrt werden.
Somit kénnen wir o > 0 annehmen. Wir werden spéter sehen, dass wir zusétzlich a < 3
fordern kénnen. Wir suchen also F(t,-) fiir festes ¢, wobei wir ¢ durch « parametrisieren.

2.2.1. Faltung des griinen Bereichs

Fangen wir mit der griinen Fléche an. Die Matrix der Gesamtdrehung sei R4(«). Nach Vo-
raussetzung erfiillt die rote Kante folgende Beziehung;:

0 0
Ry(a) | 1] = | cos(e)
0 sin(a)

Wir spalten nun die Rotation R, mit

1 0 0
R; =10 cos(a) —sin(a)
0 sin(a) cos(a)

ab, d.h. Ry(a) = (Ry(a) - R;') - Ry. Nun ist Ry(a) - Ry € SO(3,R) und lisst die gedrehte

rote Kante fest. Geméaf Satz handelt es sich dabei um die Drehachse. Der Drehwinkel sei
mit ¢4 € [0,27) bezeichnet. Somit
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0 1
R Ra; Ly, Spg 0],a)
0 0
1 0
0 1 9 ‘Pg)
0 0
1 cos gog 0 sin(py)
=Xl cos(a —sin(« 1 0
0 sin(a) cos(a —sin(pg) 0 cos(pg)
cos(¢y) 0 sin(¢g)
= | sin(o)sin(pg) cos(a) —sin(a) cos(¢g)

(
—cos(a)sin(py) sin(a)  cos(a) cos(pg)

Wir kénnen noch verwenden, dass diese Drehung den Punkt (x1,y;) in der Ebene belisst,
d. h. seine dritte Komponente bleibt Null. Einsetzen liefert die dquivalente Bedingung;:

0 = —cos(a) sin(py)z1 + y1 sin(a) (10)
sin(g) = 2* tan(a) (11)
L1
Falls wir a € [0, %) fordern, folgt mit x1 < 0, dass yp, € (7,2m) fir y1 > 0 bzw. ¢4 € (0,)

fir y; < 0 gilt. Falls y1 = 0, so ist ¢, entweder Null oder 7. Da sich ¢, stetig mit a &ndert,
und bei Null gestartet ist, muss in diesem Fall ¢, = 0 fiir den gesamten Faltprozess gelten.

2.2.2. Faltung des gelben Bereichs

Wir nutzen als néchstes die Rotationssymmetrie des Musters aus. Es liegt nédmlich eine Rota-
tion der xy-Ebene vor, die die dritte Koordinate fest lisst und die Punkte (0,0) und (x1,y1)
(bzw. ihre Bilder) tauscht. Bezeichnen wir diese Drehung (in Abhéngigkeit von «) als D, so
besitzt diese die Matrix

-1 0 O Td
0 1 0|y
Do = 0 0 1|z
0 0 01
0 T
Aus Do Ry(cv) = Ry(c) folgt
0 1
T4 x1 cos(pg) m 1 cos(¢pg)
ya | = | xisin(a)sin(pg) + y1cos(a) | = | y1(cos(a) + sin(a) tan(c))

Zd —x1 cos(a) sin(pg) + y1 sin(w) 0
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Da diese Drehungen den gelben in den griinen Bereich iiberfithren (und umgekehrt), ist die
Abbildungsmatrix fiir den gelben Bereich R, («) der Linearteil der folgenden Matrix:

cos(pg) 0 —sin(pg) 0

| sin(a)sin(ypy) cos(a) sin(a) cos(py) 0

Do+ Ry(@) - Do = cos(a)sin(p,)  —sin(a)  cos(a)cos(py) 0
0 0 0 1

2.2.3. Faltung von violettem und blauem Bereich

Um die Abbildungsmatrix des violetten Bereichs anzugeben, zerlegen wir die Abbildung wie

_01> um die x—Achse auf

beim griinen Bereich in zwei Drehungen. Die erste Drehung dreht (
0

Ry(a) [ =1 ]. Die zweite dreht um diese neue Achse um den Winkel ¢, € [0,27). Bei der
0

ersten Drehung miissen wir auf die Orientierung der Drehachse achten.

-1 0 -1
Ry@)=R|[R(| 0 |,a)|-1]|,00 | -R(| O |,c)
0 0 0
-1 0
=R(|l 0 ],a) R((1>7S%)
0 0
1 0 0 cos(py) 0 —sin(py)
=10 cos(a) sin(a) | - 0 1 0
0 —sin(a) cos(a) sin(py) 0 cos(py)
cos(py) 0 —sin(py)
= | sin(a) sin(y,) cos(a)  sin(a) cos(py)
cos(a) sin(p,) —sin(a) cos(a) cos(py)

Ebenso verfahren wir fiir den blauen Bereich. Fiir diesen zerlegen wir die Matrix genau
wie wir es fiir den griinen Bereich getan haben. Die einzige Anderung ist der Drehwinkel der

Drehung um R, <(1)) Damit lautet sie

cos(¢p) 0 — sin(pp)
Ry(a) = | sin(a)sin(pp)  cos(a) —sin(a) cos(pp)
—cos(a) sin(pp) sin(a)  cos(a) cos(pyp)

Da das Faltmuster stetig sein muss, folgt

T2 i)
Ry(a) [ y2 | = Rp(a) [ 92 |,
0 0
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woraus sich

x9 cos(py) w3 cos(pp)
xgsin(a) sin(py) + y2cos(a) | = | x2sin(a) sin(pp) + y2 cos(a) (12)
x9 cos(a) sin(py) — Y2 sin(«) —x9 cos(a) sin(pp) + y2 sin(a)

ergibt. Wir wissen auch, dass die Bilder von (z1,y1) und (x2,y2) durch eine Translation
ineinander {ibergehen und daher die selbe dritte Koordinate haben. Allerdings ist die dritte
Koordinate von (z1,y;) wihrend der Faltung stets Null, somit haben wir

Y2

x9 cos(a) sin(py) — yasin(a) =0 = sin(py) = - tan(«) (13)
x9 cos(a) sin(pp) — Y2 sin(a) =0 = sin(pp) = ‘Z—Z tan(a), (14)

wobei wir wieder a € [0, §) verwendet haben. Insbesondere folgt sin(¢,) = sin(yp). Da wir

mit zo # 0 aus der ersten Komponente von Gleichung die Relation cos(p,) = cos(yp)
ableiten konnen, gilt bereits die Gleichheit ¢, = .

Mit z3 > 0 und « € [0,7) muss ¢, € (0,7) fiir yo > 0 bzw. ¢, € (7, 27) fiir yo < 0 gelten.
Wie wir schon bei ¢, gesehen haben, ist der Winkel ¢, im Spezialfall yo = 0 konstant Null.

2.2.4. Translationen und stetige Fortsetzung

Wir haben bis jetzt Abbildungsmatrizen fiir den Fundamentalbereich der Translationen an-
gegeben. Als nichstes mochten wir die konkreten Translationen im aufgefalteten Muster be-
stimmen und simultan die Stetigkeit von x — F(¢,x) garantieren. Dazu verwenden wir die
in Abbildung [7] dargestellten Bezeichnungen.

Damit wir das Muster in zwei Translationsrichtungen fortsetzen kénnen, miissen die Rénder
des Bereichs zueinander passen. Dafiir miissen folgende Strecken parallel und gleich lang sein:

L1M1 <~ L3M3 M1R1 w4 M3R3
L1L2 < RlRQ L2L3 <~ R2R3

Um dies nachzuweisen, machen wir uns die Eigenschaften orthogonaler Abbildungen zunut-
ze. Wir wissen namlich, dass orthogonale Abbildungen sowohl Lingen als auch Parallelitét
erhalten. Wir weisen die gewiinschte Eigenschaft exemplarisch fiir L1 My und L3Ms nach. Da
LiMy und LoMs im Grundzustand parallel und gleich lang sind, werden sie beim Faltvor-
gang durch die orthogonale Abbildung auf der griinen Fléche (zu der sie beide gehéren), auf
parallele, gleich lange Strecken abgebildet. Das gleiche Argument zeigt, dass Lo Mo und L3 M3
in der Auffaltung parallel und gleich lang sind. Folglich gilt dies auch fiir die Strecken L;M;
und L3Ms, was zu zeigen war.

Wir bestimmen nun zunéchst die vertikale Translation in Abhéngigkeit von «. Diese bildet

0 0
Ry(a) | =1 ] auf Ry(a) [ 1| ab. Demnach gilt
0 0
0 0 0 0 0
Th(a) = Ry(a) | 1| —Ry() | =1 ] = | cos(a) | = [ —cos(a) | = [ 2cos(er) | . (15)
0 0 sin(a) sin(a) 0
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Ry
L

Ra
L 1

R3
L Mo

Ms3

Abbildung 7: Faltmuster des verallgemeinerten Miura—Ori

T xT9
Die andere Translation bildet Ry(a) | y1 | auf Ry(a) | y2 | ab, d.h.
0 0
o 1 X cos(py) — 1 cos(pg)
Ti(a) = Ry(a) | y2 | = Rg(@) { w1 | = [ (y2 — y1)(cos(a) +sin(a) tan(a)) |, (16)
0 0 0
mit sin(p,) = £ tan(a) und sin(py) = £ tan(a). Da cos(@) +sin(a) tan(a) = m’ sind die

Translationen genau dann orthogonal, wenn y; = yo gilt.

2.3. Flache Zusammenfaltbarkeit

Wir wissen, dass das gewthnliche Miura—Ori im Sinne von Definition flach zusammen-
faltbar ist. Jetzt mochten wir iiberpriifen, inwieweit dies auch auf unser verallgemeinertes
Miura—Ori zutrifft. Da sowohl die Bilder von (0,0) und (0,1) immer in der Ebene z = 0
bleiben, ist das Faltmuster nur dann flach zusammenfaltbar, wenn F(1,R?) auch in dieser
Ebene liegt.

Das Faltmuster ist auf den griinen Fliachen flach zusammenfaltbar, wenn die erste Kompo-
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I
nente von Ry | y1 | Null wird. Analog bei den Violetten. Wir erhalten:
0

oo = T2 y1 <0 oy = T2 y2 >0
g 3t/ gy >0 ! 3m/2 Y2 <0

Fiir y; = 0 oder y» = 0 ist mindestens einer dieser Winkel konstant Null, weswegen das Muster
in diesem Fall nie flach zusammenfaltbar sein kann. Wir betrachten also im Folgenden nur
Y1, Y2 # 0. Wir erhalten so die kritischen Werte fiir a:

—I] x2

tan(ay) = 2 sin(py) =

1 .
tan(agy) = —sin(p,) = — —
(@) Y1 () y1] Yo |y2|

Das Muster ist genau dann flach zusammenfaltbar, wenn es einen Faltwinkel « gibt, bei dem
sowohl griine als auch violette Fliachen simultan in der Ebene z = 0 liegen. Dies ist genau
dann der Fall, wenn a4 = o, bzw. tan(ay) = tan(a,) gilt.

Folgerung 2.1. Das verallgemeinerte Miura—Ori aus Abbildung [5 ist genau dann flach zu-
—z1

—_ X2 ;
sammengfaltbar, wenn il = T gilt.

Falls sie nicht gleich sind, geschehen ebenfalls interessante Dinge. Denn sobald « den klei-
neren der beiden Winkel erreicht hat, liegt eine der betrachteten Fléchen auf der Ebene x = 0
und verletzt damit die Injektivitdt der Abbildung. Folglich muss die Faltung hier aufhoren.
Wir ziehen daraus eine wichtige Konsequenz:

Folgerung 2.2. Es gelten cos(pg) > 0 und cos(p,) > 0, insbesondere auch

vi Y5
sin(pg) =4/1 — x—é tan(a) sin(py) = 4/1 — x—% tan(a).
1 2

Beweis. Wir fiihren den Beweis fiir ¢g4; fiir ¢, gilt eine analoge Argumentation. Der Winkel
¢4 ist zu Beginn der Faltung (o = 0) identisch Null und &ndert sich stetig mit dem Winkel a.
Sobald ¢4 eine Nullstelle des Kosinus annimmt, stoppt die Faltung (da sonst die Injektivitét
des dynamischen Faltmusters verletzt wire). Folglich ist cos(p,) stets positiv. O

Wir méchten uns nun anschauen, wie der Faltvorgang sich kurz vor diesem Ende verhilt.
Zu diesem Zweck betrachten wir die Winkel ¢4, und ¢,, da diese uns angeben, wie weit die
Fléchen davon entfernt sind, auf der Ebene & = 0 zu liegen. Wir nehmen fiir diese Betrachtung
an, dass oy < « ist, d.h. die griine Fliche wird zuerst auf die Ebene 2 = 0 stoflen. Uns
interessiert das Verhéltnis der Geschwindigkeiten, mit denen sich die jeweiligen Winkel in
Abhéngigkeit von « verdndern. Wir betrachten also die Funktionen

Qg > arcsin (yl tan(oz)) Py : @ > arcsin (?ﬂ tan(a))
T X2
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und suchen

daPv
d ~
daP9
in einer Umgebung von arctan(y—l‘).
Wir bilden die Ableitungen
d _ 1 —y1(1 + tan(a)?
%cpg(a) = = % - (1 +tan(a)?) 710 Y () i
\/1 - <%1 tan(a)) 1 Vit —yrtan(a)
1
d . 1 Y2 12>0 y2(1 + tan( )2)

%Sov(a) ) \/1 - <i% tan(a)>2 o (e Va3 — y3 tan(a)?

sowie ihr Verhaltnis

@ Y2 \/m% — y? tan(a)?

Lo W — v tan(a)?
und beobachten, dass fiir tan(a) — ﬁ auch tan(a)? — z—lz gilt und daher das Verhltnis
gegen Null konvergiert. Daraus konnen wir ablesen, dass sich ¢, fast nicht mehr &ndert, sobald
die griine Fliche fast aufgefaltet ist. Es erscheint gegen Ende des Zusammenfaltprozesses so,
als wiirde sich nur noch die griine Flache bewegen, wihrend die Violette stagniert.

2.4. Komplette Faltung

Bis jetzt haben wir ausgerechnet, wie das Muster zu einem festen Zeitpunkt (parametrisiert
durch «) aussehen muss, falls es existiert. Diese Momentaufnahmen miissen, wie in Definition
gefordert, zu einer gemeinsamen Abbildung kombiniert werden. Ein formales Detail ist
der Zeitparameter, der in der Definition zwischen 0 und 1 liegt. Da die Faltfunktion fiir ¢ < 1
injektiv sein muss, gilt der Maximalwert fiir «, den wir aus der Untersuchung der flachen
Zusammenfaltbarkeit erhalten haben. Dieser lautet

. —I T2
Qmax ‘= Min {arctan <> ,arctan () }
v 2]

Wir haben in Kapitelnachgewiesen, dass m +— F(t,m) fiir jedes t stetig ist. Alle Dreh-
matrizen, die wir berechnet haben, hingen stetig von « ab, folglich sind die Voraussetzungen
von Satz erfiillt. Damit haben wir in der Tat alle dynamischen Faltmuster bestimmt.
Wir erinnern daran, dass das Ergebnis eindeutig war, weil wir a > 0 gefordert hatten. Fiir
«a < 0 erhalten wir ein an der Grundebene gespiegeltes Muster. Man iiberpriift nun leicht,
dass sich auch die Symmetriegruppe des Musters so transformiert, wie es in Definition [1.28
gefordert ist.

Um sich davon iiberzeugen zu koénnen, dass wir richtig gerechnet haben, insbesondere
dass das Faltmuster wirklich stetig ist, visualisieren wir unsere Rechnung in Maple. Wir
prasentieren ein Programm in Maple, mit dem man die dynamischen Faltmuster dieses Ab-
schnitts fiir beliebige Parameter darstellen kann. Verschiedene Stadien dieser Visualisierung
sind in Abbildung [6] zu sehen.
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> restart;
with(LinearAlgebra):

with(plots):

| Definiere die Punkte der Auffaltung

> Mitte := < 0, 0, 0>:
Oben =<0,1, 0>:
Unten := <0, -1, 0>:

Links := < x[1], y[1], 0>
Rechts := < x[2], y[2], 0>
| Definiere die Abbildungsmatrizen
> sin_g :=

y[1l]/x[1l]*tan(alpha):
cos_g :=

=sqrt(l-y[1]r2/x[1]*2*tan(alpha)”2)

R_gruen := Matrix( [ [cos_g, 0, sin_g]
[sin(alpha)*sin_g, cos(alpha),

[-cos(alpha)*sin_g

-sin(alpha)*cos_g],
_ g, sin(alpha), cos(alpha)*os_g] ]);
R _gelb := Matrix( [ [cos_g, 0, -sin_g],
[sin(alpha)*sin_g, cos(alpha), sin(alpha)*cos_g]
[cos(alpha)*sin_g, -sin(alpha)
sin_b :

, cos(alpha)*os _g]]);
[2]/x[2]*tan(alpha):
cos_b : grt(l-y[2]*2/x[2]"2*tan(alpha)”2)
R_blau := Matrix( [ [cos_b, 0, -sin_Db],
[sin(alpha)*sin_b, cos(alpha),
[-cos(alpha)*sin_b, sin(alpha),
R_violett := Matrix( [ [cos_b, 0, -sin_b],
[sin(alpha)*sin_b, cos(alpha),
[cos(alpha)*sin b

-sin(alpha)*cos_b],
cos(alpha)*cos_b] ]);

-sin(alpha)*cos_b],
, -Sin(alpha), cos(alpha)*cos_b] 1);
);tan 0 y, tan( o)
X
2
R_gruen:= sin(a) ; tan(a) cos(a) —sin(oc)/l—m
X; X]
2
_Cos( )}):ltan( ) sin(o) cos(a) 1_)?1tan(oc)
1




. )ﬁltan(oc)2 0 y, tan( o)
X X
. 2
sin( o tan(o tan( o
R_gelb:= (o) » tan(o) cos(a) sin(a) /1 ——);1 2( )
X X1
2
cos tan tan
(o) », tan(o,) ~sin(a) cos(a) [ 1—- 2(0()
X) X
X )?Ztan(oc)2 0 ¥, tan( o)
xg X
. 2
sin( o tan( o tan( o
R_blau:= (@) ¥, tan(a) cos(o) -sin(a) [ 1— =2 2( )
X X
2
cos tan tan
_Cos(a) y, tan(a) sin(a) cos(a) [ 1—22 Z(OL)
X2 X
X % tan(o)” 0 y, tan(o)
x% Xo
: 2
. sin tan tan
R_violett:= (@) , tan(a) cos(a) -sin(a) — = Z(OC)
X2 X2
2
cos( o tan( o tan( o
(o) y, tan(a) -sin(a) cos(a) [ 1— -2 2( )
X2 X2

| Definiere die Polygone.
> Poly_gruen := [Mitte, Oben, Oben+Links, Links]:
Poly gelb := [Mitte, Links, Links+Unten, Unten]:
Poly_violett := [Mitte, Unten, Unten+Rechts, Rechts]:
| Poly_blau := [Mitte, Rechts, Rechts+Oben, Oben]:
| Definiere die Translationen.
> Trans_vert := R_gruen.Oben - R_violett.Unten;

Trans_hori := simplify( R_violett.Rechts - R_gruen.Links);
0
Trans_vert:=| 2 cos(a)
0

(1)

(2N



Trans_hori:= (2)

x%cos(oc)2—);2+)€cos(oc)2 . X%COS(OC)Z—);I—F);ICOS(OC)Z N
x%cos(oc)2 ’ xfcos(oc)2 '
) VotV
cos(a)
0

| Spezialisiere die Koordinaten. Beachte, dass x; <0 und x, > 0 gelten mussen.

> Koordinaten := x[1]=-1, y[1] = 0.5, x[2]=1.5, y[2]=1;
Koordinaten:=x, = -1,y,=0.5, x, = 1.5, y, = 1 (3)

Berechne die passenden Polygone fir die graphische Darstellung. Dabei ist "poly" das
Polygon in der Grundebene, "R_Matrix" ist die Drehmatrix fur dieses Polygon, "t_hori"
ist die Anzahl der durchgefuhrten horizontalen Translationen, "t_vert" die Zahl der
vertikalen Translationen. Der Auffaltwinkel wird Gber "winkel" festgelegt und "farbe"
_ist die Farbe des Polygons in der Graphik.

> pPlot := proc( poly, R_Matrix, t_hori, t_vert, winkel, farbe)

local rechnung, punkte, zeichnen;

rechnung := map(i ->

R_Matrix.i+ t_hori * Trans_hori + t_vert * Trans_vert, poly);
punkte := map(i -> convert(i, list), rechnung);

zeichnen := subs( [Koordinaten, alpha=winkel], punkte);

return polygonplot3d( zeichnen, color=farbe);

| end proc:
| Dieses Programm verwaltet die gezeichneten Flachen:
> Faltmuster := proc(winkel)

local P1,P2,P3,P4, Q1,02,03,04,Q05,06,0Q07,08,09,010,Q011,Q12;

Pl := pPlot( Poly_gruen, R_gruen, 0, 0, winkel, green);

P2 :=pPlot( Poly _gelb, R_gelb, 0, 0, winkel, yellow);
P3 :=pPlot( Poly _violett, R_violett, 0, 0, winkel, violet);
P4 :=pPlot( Poly_blau, R_blau, 0, 0, winkel, blue);

# Polygone darum herum

Ql := pPlot( Poly_violett, R_violett, -1, 1, winkel, grey);
Q2 := pPlot( Poly_gelb, R_gelb, 0, 1, winkel, grey);

Q3 := pPlot( Poly_violett, R_violett, 0, 1, winkel, grey);
Q4 := pPlot( Poly_gelb, R_gelb, 1, 1, winkel, grey);

Q5 := pPlot( Poly_gruen, R_gruen, 1, 0, winkel, grey);

Q6 := pPlot( Poly_gelb, R_gelb, 1, 0, winkel, grey);

Q7 := pPlot( Poly_gruen, R_gruen, 1, -1, winkel, grey);

pPlot( Poly blau, R_blau, 0, -1, winkel, grey);



Q9 := pPlot( Poly_gruen, R_gruen, 0, -1, winkel, grey);

Q10 := pPlot( Poly_blau, R_blau, -1, -1, winkel, grey);
Ql1l := pPlot( Poly_violett, R_violett, -1, 0, winkel, grey);
Q12 := pPlot( Poly_blau, R_blau, -1, 0, winkel, grey);

return plots[display]({P1,P2,P3,P4, Q1,02,03,04,05,06,Q7,Q08,Q09,
Q10,Q11,Q12}, axes=boxed, scaling=constrained, orientation=[-60,
45,0]);

| end proc:
| Bestimme maximalen Auffaltwinkel.

> Winkel_max := min( subs([Koordinaten], arctan(-x[1]/abs(y[1])) ),
subs([Koordinaten], arctan(x[2]/abs(y[2])) ) );

Winkel_max := arctan( 1.5 j (4)

1]

[ > plots[animate]( Faltmuster, [alpha], alpha= 0..Winkel_ max,
frames=50);

a=0.4813683543







3. Dreiecksmuster

3.1. Gleichseitiges Dreiecksmuster

In diesem Kapitel betrachten wir Faltmuster, die aus gleichseitigen Dreiecken zusammen-
gesetzt sind (das Grundmuster ist in Abbildung |1| dargestellt) und die eine p2-Symmetrie
aufweisen. Zudem fordern wir, dass sich bei der Projektion auf die ersten beiden Komponen-
ten ein Muster wie in Abbildung [8] ergibt. Dabei sind die Schnittpunkte der Geraden genau
die Punkte mit nicht trivialen Stabilisator unter der Gruppenoperation. Dies kann man gut
am blau markierten Fundamentalbereich sehen, wenn man bedenkt, dass bei jeder Ecke eines
kleinen Dreiecks eine Drehung um 180° vorliegt.

AN AN T
N

Abbildung 8: Projektion des Dreiecksmusters auf die Ebene

Diese Situation legt es nahe, nach statischen Faltmustern zu suchen. Als Vorbereitung
darauf legen wir das Koordinatensystem fest:

Wir wihlen das kartesische Koordinatensystem so, dass eine der Translationen gleich

1
<0> ist. Die zweite Translation ist dann beliebig mit Wert <§p >, wobei zp,y, € R mit

p

yp 7 0 gilt. Der blau gekennzeichnete Fundamentalbereich F A der p2 ist durch das Dreieck
(0,0),(1,0), (xp, yp) gegeben. Die in Abbildung markierte Drehung vertauscht den Ursprung
mit (1,0).

Wir legen folgende Notation fiir diesen Abschnitt fest:

plA = <T1,T2> pQA = <D;T17T2> (17)
mit
101 10[1 L0z
D=0 -1l0 |, m=(o01l0], To=| 0 1]y (18)
0 0]1 001 0 0|1

In diesem Kapitel weichen wir davon ab, Punkte zeilenweise zu notieren, wenn die spalten-
weise Schreibweise besser lesbar ist. Sollte dies geschehen, sind die entsprechenden Objekte
eindeutig als Punkte deklariert.
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Lemma 3.1. Die Punkte aus F® mit nicht-trivialem Stabilisator unter p2> sind genau

(0)-()6)-Gn)-C) () »

Beweis. Sei (p1,p2) aus FA mit g (pl) = (p1> und g € p22. Nach Bemerkungléisst sich

b2 b2
g als g =t - d darstellen mit ¢ € (T1,T5) und d € (D).

Falls d = 1, so folgt t = 1, da (T}, Ty) treu auf R? operiert. Also betrachte d = D. Dann gibt

. (D1 b [ P1 —p1+1+a+bwp>
es a,b € 7 mit =T7T5D = . Also folgt 2p1 =1+ a+ bx
(P2> 172 (m) < —p2 + byp S P
und 2ps = by,.

Da sich (p1, p2) in F'® befindet, gibt es a1, as, a3 € RZ% mit a; + as + a3 = 1, sodass

p1 0 1) <xp> <Oé2 + agxp>
=« + a + o = 20
<p2> ' <0) ? <0 ’ Yp @3Yp (20)
gilt. Einsetzen liefert by, = 2asy,, also b = 2a3, da y, # 0. Analog folgt

a=2p1 —1—bx, =202 + 2037 — 1 — 2037 = 22 — 1. (21)

Da a,b € Z, erhalten wir nun g, a3 € {0,1/2,1}. Gemeinsam mit der Randbedingung a9 +
a3 < 1 ergeben sich die gewiinschten Punkte. O

Folgerung 3.2. Fiir die in Lemma errechneten Punkte sind die Bahnen unter p1® und
A .
p2= gleich.

Beweis. Jeder dieser Punkte z wurde von einem ¢ - D mit ¢ € p1® stabilisiert. Damit liegen
Dz und zx in der selben Bahn. d

In Abbildung [ ist dargestellt, wie die Kanten zwischen den Eckpunkten verlaufen.
Lemma 3.3. Die Dreiecke Ay, Ag, Ag, Ay in Abbildung[9 sind kongruent.

Beweis. Da diese Dreiecke die selben Seitenléingen haben (wie man leicht an den Verbin-
dungsvektoren zwischen den Punkten einsieht), sind sie kongruent. O

Lemma 3.4. Schneidet man die Menge der Bahnen der p2® auf R? mit den Punkten aus
Lemma[3-1), so erhdlt man

OO ECECE) o

Beweis. Klar ist, dass (8) , <(1)) , (;jp > in einer Bahn liegen. Wir miissen also nur noch
p

zeigen, dass die anderen Elemente alle in verschiedenen Bahnen liegen. Wegen Folgerung (3.2
kénnen wir uns auf die Untersuchung der Bahnen der p1® auf R? beschrinken. Da aber
nur ganzzahlige Vielfache der Translationen in der pl® liegen, sieht man, dass die {ibrigen
Elemente nicht durch Translationen ineinander iiberfiihrt werden kénnen. Damit liegen die
Punkte in vier verschiedenen Bahnen. O
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Abbildung 9: Fundamentalbereich des Faltmusters

Wir kénnen die Bahnen unter p2® in Abbildung |§| darstellen, indem Punkte genau dann
die gleiche Farbe erhalten, wenn sie in der selben Bahn liegen. Punkte in der gleichen Bahn
haben gleiche Hohe.

Wir interessieren uns dafiir, welche Hohen wir diesen Bahnen zuordnen kénnen. Auf jedem
der Dreiecke interpolieren wir linear zwischen den Ecken; diese Interpolation ist eindeutig
durch die Wahl der Hohen der drei Eckpunkte festgelegt. Zudem kénnen wir die Hohen vollig
unabhéngig voneinander wihlen. Umgekehrt haben wir durch die Wahl der vier Hohen fiir
die Punktmengen aus Lemma[3.4) die Hohen aller Punkte des Fundamentalbereichs festgelegt.
Da es sich um einen Fundamentalbereich handelt, sind dadurch die Hohen aller Punkte aus
R? festgelegt (vgl. Definition .

Da wir uns fiir Aquivalenzklassen von Faltmustern interessieren (geméf Definition

0
besitzt. Die drei anderen Hohen a, b, ¢ sind beliebige reelle Zahlen. Wir erhalten also folgende
kte im R3:

konnen wir ein dquivalentes Faltmuster betrachten, in dem die Bahn von <O> die Hohe Null

0 1 Tp /2 Tp/2 xp; !
01,10, (w0 . w2],[ w- (23)
0 0 0 a b c

Wir wollen hier noch kurz auf die geforderte Stetigkeit von der Hohenfunktion eingehen.
Wiéhrend es klar ist, dass wir auf dem Fundamentalbereich selbst stetig sind, ist dies an
den Réndern nicht offensichtlich. Wir betrachten also den Fall, dass g1 F2 N go F® # 0 fiir
g1,92 € p22. Nach Anwendung von 97 L auf diese Gleichung kénnen wir uns auf den Fall
beschriinken, dass F2 N gF® # () fiir ein g € p22.

Lemma 3.5. Sei g € p22 mit FA N gF2 # 0. Dann tritt einer von drei Fillen ein:
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o gF2 und F® sind gleich und g = 1.

e Der Schnitt ist genau eine der Seiten des Dreiecks F>.

e Die Mengen schneiden sich in genau einem der drei Eckpunkte (8) , <(1)> , <§p>.
b

Beweis. Da F2 ein Vertretersystem der Operation von p22 enthilt, das alle inneren Punkte
von F2 umfasst, kann nur dann fiir g # 1 ein Schnitt vorliegen, wenn dieser auf dem Rand

stattfindet. Da p22 <8) =plA <8

te sind, konnen sich Ecken nur mit Ecken schneiden. Gibt es also einen Schnittpunkt, der
nicht auf einer Ecke liegt, so miissen sich dort zwei Kanten schneiden. Die sich ergebende
Schnittkante ist dann eine Dreiecksseite (da sie bei den anliegenden Ecken aufhort). O

0
> (vgl. Folgerung [3.2) und p1& (0> gerade die Eckpunk-

Dieses Lemma reduziert die Fortsetzungsproblematik auf die Uberpriifung der drei Seiten
des Fundamentalbereichs F'2. Es sagt uns auch, dass g1 F® genau dann gleich zu go F® ist,
wenn g; = go gilt. Demnach kénnen wir uns fiir die Fortsetzung auf die Untersuchung von
drei Gruppenelementen beschranken.

Um zu zeigen, dass das statische Faltmuster auf

FA2 fiir jede Wahl von a, b, ¢ stetig auf den R2 fort- Kante ‘ Gruppenelement
setzbar ist, miissen wir also fiir jede Kante das ein- (0,0) — (1,0) D
deutige g € p22 finden, fiir das sich F2 und gF* in (1,0) = (2p, yp) T,D
dieser Kante schneiden, und nachweisen, dass der (xp7yp) -(0,0) T2T1_1 D

Anschluss stetig erfolgt.
Tabelle 1: Kanten mit zugehorigen

In Tabelle [I] sind die Gruppenelemente zu je-
Gruppenelementen

der Kante angegeben, die nach dem vorangehenden
Lemma eindeutig sind. Man tiberpriift nun, dass je-
des dieser Gruppenelemente die Drehung um den Mittelpunkt der entsprechenden Kante ist.
Betrachtet man Abbildung [0} so erkennt man, dass sich das Muster in alle Richtungen stetig
fortsetzen ldsst. Zusammenfassend:

Folgerung 3.6. Sei h : F& — R eine Hohenfunktion iber der in Abbildung @ dargestell-
ten Polygonzerlequng. Dann ¢ibt es genau eine Mdglichkeit, h zu einer p2®—invarianten
Hohenfunktion auf R? fortzusetzen.

Als néchstes nutzen wir die Information, dass das Grundmuster aus gleichseitigen Dreiecken
besteht. Da alle Dreiecke aneinander angrenzen, haben alle die gleiche Seitenléinge, nennen
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wir sie s. Aus A1, A, Ag und Ay erhalten wir folgende Gleichungen:

1 22 4 g2 Zy — 1)2 + 2
2oLl 2 _ Y e @ DT e
4 4 4
1 22 4 g2 2, —1)2 4 2
2 L. A AC B C ) kI (25)
4 4 4
1 22 42 2, — 1)2 + 42
2ol Bt g _ @Dy (26)
4 4 4
1 22 492 2, — 1)2 4+ 42
=t :—&Z%L+@—aﬂ :(p4?yp+w—af (27)

Ignorieren der doppelten Gleichungen und geschicktes Gleichsetzen fithrt auf das System

a’? = (b—c)? (28)

v’ = (a —c)? (29)

= (b—a)? (30)
Lemma 3.7. Das Gleichungssystem

a’> = (b—c)?

v’ = (a — c)?

= (b—a)?

mit (a,b,c) € R hat die Lisungsmenge
L ={(v,v,0)|v € R} U{(v,0,v)|v € R} U{(0,v,v)|v € R}. (31)

Beweis. Falls ¢ = 0, so folgt a = b und man iiberpriift leicht, dass dies eine Losung ist.
Falls ¢ # 0, dividiere alle Gleichungen durch ¢? und erhalte (mit a := Zund b:= g):

a?=(b—1)?
b =(a—1)>
1= (b—a)?

Aus der letzten Gleichung folgt, dass b= a + 1 oder @ = b+ 1 gilt. Im Fall b = a + 1 ergibt
die zweite Gleichung, dass ¢ = 0 und somit b=1 gelten muss. Im anderen Fall nutzt man
analog die erste Gleichung, um b=0und @ = 1 zu etablieren. Eine Resubstitution ergibt
a=0und b =c¢, bzw. a = ¢ und b = 0, also beide Male Losungen des Systems. ]

Damit ist die Vorarbeit geleistet, mit der wir das erste Ergebnis dieses Abschnitts priasentieren
konnen.

Satz 3.8. Sei h : R? — R eine Hohenfunktion tber der in Abbildung @ dargestellten Poly-
gonzerlegung (R, {P;}jen) mit den Eigenschaften:
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e h ist invariant unter p22.

e Die Polygonzerlegung von Graph(h) (vgl. Lemma besteht aus gleichseitigen Drei-
ecken.

Dann sind alle P; kongruent und gleichschenklig. Zudem ist h eine Zickzack-Faltung.

Beweis. Da h invariant unter p22 ist, geniigt es, h auf dem Fundamentalbereich F2 festzu-
legen (Abbildung @) Geméf Folgerung ergibt jede Hohenfunktion auf F auch eine auf
R?.

Da sich Graph(h) in gleichseitige Dreiecke unterteilt, gelten die Gleichungen bis ,
die durch Lemma [3.7] gelost werden. Daraus konnen wir ablesen, dass von den vier Héhen
jeweils zwei gleich sind (wir erinnern daran, dass wir eine der Hohen auf Null festgesetzt
hatten). Aus den Gleichungen fiir A4 sieht man, dass damit zwei Seiten von Ay gleich
lang sind. Da alle Dreiecke in der Projektion nach Lemma [3.3] kongruent sind, sind damit alle
Dreiecke in der Projektion gleichschenklig.

Wegen des Lemmas liegt in jedem der Dreiecke A1, Ag, Az, A4 eine Zickzack—Faltung
vor. Diese Dreiecke unterteilen F2 in Polygone, folglich haben wir gemif Lemma eine
Zickzack-Faltung des Fundamentalbereichs. Mit Lemma erhalten wir schliellich eine
Zickzack-Faltung auf dem gesamten R2. O

Wir méchten nun wissen, was passiert, wenn wir dieses Muster beibehalten, aber die operie-
rende Gruppe auf eine ihrer Untergruppen einschriinken. Wir wollen némlich anstatt der p22
die p1® betrachten. Dabei wird natiirlich der Fundamentalbereich entsprechend vergréfert.
Eine solche Vergroerung ist in Abbildung [10| dargestellt. Dabei sind die Eckpunkte bereits
nach den Bahnen von pl1?® gefiirbt, d.h. zwei Punkte haben genau dann die gleiche Farbe,
wenn sie in der gleichen Bahn unter p12 liegen.

Es fillt auf, dass die Bereiche Ay, ..., Ay sich im Vergleich zu Abbildung[9 nicht veréindert
haben, weswegen noch immer die gleichen Hohenbeschrankungen gelten. Alle hinzugefiigten
Schnittpunkte sind aber bereits durch diese festgelegt. Folglich ist schon der gesamte Fun-
damentalbereich festgelegt. Man priift nun leicht nach, dass auch auf den hinzugekommenen
Dreiecken eine Zickzack—Faltung vorliegt, die die selbe Richtung wie auf den iibrigen Drei-
ecken hat. Wie im letzten Abschnitt folgt, dass dieses Muster (auf den R? fortgesetzt) nur
Zickzack—Faltungen zulédsst. Damit haben wir diesen Satz bewiesen:

Satz 3.9. Sei h : R? — R eine Hohenfunktion iber der in Abbildung |8 dargestellten Poly-
gonzerleqgung (R%, {P;};en) mit den Eigenschaften:

e h ist invariant unter p1*.

e Die Polygonzerlegung von Graph(h) (vgl. Lemma besteht aus gleichseitigen Drei-
ecken.

Dann sind alle P; kongruent und gleichschenklig. Zudem ist h eine Zickzack—Faltung.
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Abbildung 10: Fundamentalbereich des Faltmusters

3.2. Verfeinerung des Miura—Ori

Im Vergleich der Ergebnisse des letzten Abschnitts zu denen des Miura—Ori l&sst sich fol-
gende Bemerkung machen: Die Dreiecksmuster des letzten Abschnitts lassen nur Zickzack—
Faltungen zu, das Miura—Ori aber kann durch Hinzufiigen weiterer Kanten als Dreiecksmuster
aufgefasst werden, auf dem es Faltungen gibt, die keine Zickzack—Faltungen sind. Diese Dis-
krepanz lasst sich dadurch beseitigen, dass man erkennt, wie speziell die Situation des letzten
Abschnitts war. Dadurch, dass wir die Punkte mit nicht—trivialem Stabilisator unter p22
als Eckpunkte der Polygone in der Polygonzerlegung von R? gewihlt haben, haben wir die
Zickzack—Faltung festgelegt. Dies wird insbesondere dadurch deutlich, dass wir bereits dann
eine Zickzack—Faltung erhielten, wenn wir nur Translationssymmetrien vorausgesetzt haben.

In diesem Abschnitt méchten wir uns der Frage widmen, ob sich weitere dynamische Falt-
muster ergeben, wenn wir zusétzliche Kanten im Miura—Ori einfiigen. In Anlehnung an den
letzten Abschnitt wihlen wir die Parallelogramme so, dass sich gleichseitige Dreiecke ergeben,
wenn man sie zerteilt. Die vorgenommene Zerlegung ist in Abbildung [11] dargestellt, wobei
ein Fundamentalbereich der Translationen rot umkreist ist.

Wir mo6chten alle moglichen dynamischen Faltmuster auf Basis dieses Musters bestimmen.
Dabei begniigen wir uns hier damit, nur die Koordinaten der Ecken anzugeben, da diese das
dynamische Faltmuster schon eindeutig festlegen. Insbesondere iibersetzt sich eine kontinu-
ierliche Variation der Punkte in eine kontinuierliche Variation der euklidischen Abbildungen
(vgl. Definition . Somit ist die Stetigkeit des Faltmusters nach Satz automatisch
garantiert.

Unser Fundamentalbereich ist in Abbildung dargestellt, zusammen mit der Namens-
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Abbildung 11: Verfeinertes Faltkantenmuster des Miura—Ori




konvention fiir die Punkte. Er ist im Vergleich zu Abbildung [L1] gedreht. Das Zentrum der
Drehung D befindet sich genau zwischen @) und V. Die horizontale Translation 77 erfiillt

P+Ti=X Q+Tr=Y R+T =27
und die vertikale Translation 75 geniigt den Bedingungen
R+T,=P W4T, =U Z+T=2X.

Bemerkung 3.10. Es gibt ein dynamisches Faltmuster Fyy diber der in Abbildung dar-
gestellten Polygonzerlegung, das im Sinne von Definition invariant unter (Ty, Ty, D)
18

Beweis. Das dynamische Faltmuster aus Kapitel 2] erfiillt diese Bedingung. O

Wir unterdriicken meistens die Abhéngigkeit der Gruppenelemente von t in der Notation.
Falls nicht, schreiben wir z. B. T (¢).

Wir verwenden Zylinderkoordinaten zur Beschreibung der Punkte. Die Grundebene wird
durch Polarkoordinaten beschrieben, die wir mit den komplexen Zahlen identifizieren. Wir
schreiben Zylinderkoordinaten als [re?, h], wobei re® die Polarkoordinaten in der Ebene

beschreiben und h die dritte Komponente. Wir legen die Koordinaten zu einigen Punkten
aus Abbildung [12] an:

vV =10,0] Z = [1,0] Y =[e%,0] X =[v3e?,0]

Abbildung 12: Fundamentalbereich der Translationen des verfeinerten Miura—Oris

Da wir nur an Aquivalenzklassen dynamischer Faltmuster interessiert sind, kénnen wir zwei
Punkte von F), festsetzen.

2Die genau Form von 7 muss noch bestimmt werden.
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Lemma 3.11. Wir konnen Fp; aus Bemerkung so wdhlen, dass Q@ und V' Fizpunkte
davon sind, d. h.

Ful(t, Q) =[-1,0] und Fu(t, V) =10,0].

Beweis. Geméafl Lemma konnen wir V' als Fixpunkt wihlen. Da Fj; invariant unter der
Drehung D ist, hat der Punkt @ die selbe Hohe wie V. Nach der Analyse in Kapitel
koénnen wir die Winkelkoordinate von @ auf 7 festlegen. Damit wird @ ein Fixpunkt (da er
Abstand 1 von V' hat). O

Folgerung 3.12. Beziiglich der in Lemma[3.11] definierten Situation hat die Drehung D die
(von t unabhingige) Matrizdarstellung

-10 0]-1

[ 0o-10]0

P=10 0 1]0 (32)
0 0 01

Wir verwenden die Translation 77, um die Position von Y einzuschranken.

Lemma 3.13. Sei die Sttuation aus Lemma gegeben. Dann gibt es eine stetige Abbildung
2 [07 1] — (—7T,7['),t = Ot mat Yo = % und

Fu(t,Y) =[€%,0].

Beweis. Wegen Q+T1 =Y folgt Fas(t,Q)+T1(t) = Far(t,Y), insbesondere haben Fys(t, Q)
und Fs(t,Y) die gleiche Hohe. Da Y Abstand 1 von V hat, gilt dies auch fir Fas(¢,Y).
Damit ist Fps(¢,Y) als [et, 0] gegeben (wobei ¢; & {£7}, da Fas(t,Y) # Fu(t, Q) ist). Die
Stetigkeit von ¢ folgt aus der Stetigkeit von Fay. O

Folgerung 3.14. In der Situation von Lemma[3.15 gilt

T1(t) = Far(t, Q) Far (1Y) = [ + 1,0]. (33)
Wir bestimmen jetzt alle Punkte in Abhéngigkeit von ;. Wir beginnen mit U.

Folgerung 3.15. In der Situation von Lemma|3.15 und mit der Setzung

ha (£) = j:\/l _ W (34)

hat Fpr(t,U) die Koordinaten (sowohl zylindrisch als auch kartesisch angegeben,)

1 Ry 1 1 7T—|—80t
t =|-——F—¢ hi(t)| = —=,—=t hi(t)].
Fua(t0) = | ey 5 )] (-5 -yt (F52) ). )

Zudem gilt oy € [5, 7).
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Beweis. Da U Abstand 1 von Y, @ und V hat, gilt dies auch im gefalteten Zustand. Mit
Lemma [B.4] folgen die angegebenen Koordinaten. Aus diesem Lemma folgt auch, dass ¢
zwischen § und ‘%” liegt. Da ¢ wihrend des Faltvorgangs kontinuierlich variiert, bei § startet
und niemals gleich 7 wird, gilt sogar ¢ € [§, 7). O

Folgerung 3.16. In der Situation von Lemma gilt
1 _iTtet

11 7T+(,0t
R=[—=,-tan he() | = | —————F——e¢
(22 ( 2 ) i()) 2 cos (T52)

Beweis. Wegen R = D(U) gilt auch Fys(t, R) = D(Fp(t,U)). Zusammen mit den Folgerun-
gen und ergeben sich die angegebenen Koordinaten. Da U schon Abstand 1 zu Q
und V hatte und Drehungen orthogonal sind, hat auch R diesen Abstand von den beiden. [J

, hﬂ:(t>] : (36)

Lemma 3.17. In der Situation von Lemma[3.13 gilt

_1 iS‘Pt_ﬂ'

2oon (52 ¢

Beweis. Wir bestimmen Fj/(t, Z) iiber die Translation 77(¢). Es gilt also

]:M(taz):

: hj:(t)] : (37)

1 iﬁ+<ﬂt
Fu(t, Z) = Fu(t, R) + Ti(t) = [ 2cos (520) ¢ 2
Wir iiberpriifen, ob Fas(t, Z) tatséchlich Abstand 1 von Fs(¢,Y) und Fas(¢, V) hat. Da
Fu(t, R) und Fy(t, Q) Abstand 1 haben, gilt dies auch fir s (¢, Z) und Fps(t,Y) (nach An-
wendung von T (t)). Wenn wir (T (t)oD)(Fuy(t,U)) = Fur(t, Z) und (T1(t)o D) (Far(t,Y)) =
Fu(t,V) zeigen, dann folgt schon, dass der Abstand zwischen Fys(t, V') und Fas(t, Z) gleich
1 ist. Die erste dieser Gleichheiten ist klar. Fiir die andere bemerke

(Th(t) o D)(Fu(t,Y)) = [ + 1,0] + ([—e™*,0] + [~1,0]) = [0,0] = Far(t, V).

+ et + 1, hy(t)

Um den Standardkoordinatenvertreter von Fys(t, Z) auszurechnen, betrachte

— _ —i e +eiPt 4

1 STy Yt TPt ST+
_ — (_esz + i ol + e T2 el ol 3 + esz>
2 cos ( 2%)
1 3¢ e o4
= - (elgelT —+ eflgelT + el%ez7>
2 cos 2%)
1 r sB3er et et
= T (elze’2 — e’z +zel2>
2 cos 5 )
1 T+3p¢ -1 Z-3<Pt*"
= p— e 2 = P 2
2 cos 2“01) 2 cos ( “’t)
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Da ¢, € [%,m) (vgl. Folgerung [3.15), folgt £t € [%,Z), woraus cos(™52t) = —sin(4) < 0
folgt. Damit ist der Vorfaktor der Polardarstellung von F(t, Z) positiv. Da 3¢, —Z € [0, ),
ist dies der Exponent der Standardkoordinatendarstellung von Fy (¢, Z). O

Folgerung 3.18. In der Situation von Lemma[3.13 gilt
-1 .
———e¢
2eon (55E)
Beweis. Da Fpp(t, W) + Ta(t) = Far(t,U), ist die dritte Komponente von Fys(t, W) gleich
h(t). Setzen wir Far(t, W) also als [re? h(t)] an, dann legt 72 + hy(t)? = 1 den Wert von

r > 0 fest. Wir miissen also nur noch den Winkel bestimmen. Dazu beobachten wir, dass
Fuar(t, W) von Far(t, Z) und Fas(t, R) gleichen Abstand hat, weswegen geméf Lemma

fM(t, W) =

@) (38)

0 c _#—l_&pt%_'_ﬂ_zz Pt
2

gilt. Weil #57= € [-%,0), und da ¢ im flachen Zustand den Wert —% besitzt und stetig
variiert, folgt 6 = 2T
Da es nach Bemerkung [3-10| mindestens ein dynamisches Faltmuster gibt, ist mindestens
eine der beiden Losungen hier eine echte Losung. Der einzige Spielraum im Vorzeichen von
h+(t) entspricht einer Spiegelung an der Grundebene. Mit anderen Worten: Die Koordinaten
mit A4 (t) liefern genau dann ein dynamisches Faltmuster, wenn es die Koordinaten mit h_ (t)
tun. Somit sind beide hier gefundenen Losungen giiltig. O

_ﬂ—l-ﬂZ

Folgerung 3.19. In der Situation von Lemma[3.13 gilt

1 ot
Ty(t) = Far(t, W) Far(t, U) = SDe“ﬁ,o]. (39)
COS (5)
Beweis. Wir verwenden die Folgerungen und und rechnen nach:
1 it T i 1 s+
Fut, M Fyt,U)=|—r—<e2 (e2 —e 2 |,0| = |——=e" 2 ,0 O
VW)= |y (5 ) ] [() ]

Folgerung 3.20. In der Situation von Lemma[3.13 gilt

Fu(t, P) = Fy(t, R) + To(t) = LOSl(LP) (ze—i”ft N 6ﬂ+2wt> e (t)] (40)
2

fM(t,X) = fM(t, Z) + Tg(t) =

1 v
o (@) (2675 + 675 ),hi(t)] . (41)
Dies schlie3t die Analyse ab. Da die Anschlussbedingungen nach Konstruktion erfiillt sind,
haben wir genau zwei Muster gefunden. Aufgrund der inhdrenten Spiegelung (vgl. Beweis
von Folgerung kann man sagen, dass wir im Wesentlichen ein Muster gefunden haben.
Dieses eine Muster ist das bekannte Miura—Ori. Wir kénnen also darauf schlieffen, dass das
Hinzufiigen der Kanten keine weiteren Faltmuster ermdglicht hat.

48



Satz 3.21. Alle dynamischen Faltmuster iiber der in Abbildung |11 dargestellten Polygonzer-
legung, die unter ((T1,Ts, D) ,T) invariant ist (fir geeignetes T ), wurden bereits in Kapz'tel
gefunden.

Es ist aber durchaus interessant, dass sich nur das Miura—Ori ergibt, aus dem wir das
Muster verfeinert hatten. Betrachtet man némlich Abbildung [I2] erneut, so haben wir das
Miura—Ori gefunden, bei dem an den gestrichelten Kanten keine echte Faltkante vorliegt.
Man hétte noch erwarten konnen, dass sich ein Miura—Ori dadurch ergibt, dass man die
durchgezogenen schrigen Kanten festlésst.

Dies wird durch die Wahl unserer Translationsrichtungen verhindert. Wahrend nédmlich die
eine Translation entlang von Kanten verschiebt, verschiebt die andere entlang von Fléchen.
Diese Asymmetrie unterscheidet die Translationen voneinander und zwingt dem Faltmuster
die Orientierung auf, die wir in unserer Rechnung bemerkt haben.
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4. Statische Analyse des Miura—Ori

Waéhrend wir in Kapitel [2] ein dynamisches Faltmuster des Miura—Ori angegeben haben,
werden wir hier eine statische Analyse dieses Musters durchfiithren. Wahrend wir zuvor die
Gruppe (11, Ts, D) betrachteten, schrinken wir uns jetzt auf <T 2 T2, D> einﬂ Dadurch be-
steht der Fundamentalbereich der Translationen nun aus 16 statt aus 4 Parallelogrammen.
Der Fixpunkt der Drehung wird im Muster mit O markiert. Die Grundfliche zusammen mit
den Namen der Punkte ist in Abbildung [13| dargestellt. Zur besseren Unterscheidung nennen
wir dieses Muster T4-Miura—Or{l

1
P_17 \]\
\ 2.2
0,2

/
P 39 Py
P_17 \/\
21
/ 0,1
P o4 Py
Pfl,o /\
2,
\[ﬁ\
P_sp P _
P_y_
P, =1
Py,
P_s_4 P
P
/ P2,—2
Py =
P_o_»

Abbildung 13: Grundfliche des T4-Miura—Ori

Mit der statischen Betrachtung koénnen wir zunéchst einmal nicht alle Muster finden, die
man aus dem in Abbildung [13| dargestellten Muster falten kann, sondern nur diejenigen, die
bei einer Projektion auf die xy—Ebene dieses Muster induzieren. Wir wihlen unser Koordi-
natensystem so, dass die Punkte durch

Poo =(0,0) P = (z2,y2) P_1o=(z1,11) Py1=(0,1)

3Vergleiche Definition fiir diese Notation.
“Der Name rithrt daher, dass eine Translation das Muster um vier Parallelogramme verschiebt.
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gegeben sind. Dies legt die Koordinaten aller anderen Punkte eindeutig fest. Eine wesentliche
Aufgabe der statischen Analyse ist es, moglichst viele Relationen zwischen den Hohen zu
finden, um es spiéter einfacher zu machen, die Winkelsummen zu {iberpriifen.

4.1. Relationen zwischen den Hohen

Die Symmetrien des Musters vereinfachen die Analyse, da die Hohen unter einer Symme-
trietransformation gleich bleiben. Wenn wir also die Bahnen der Symmetriegruppe auf dem
Muster bestimmen, dann sind die Hohen innerhalb einer Bahn konstant.

Die Gruppe enthélt zwei Translationen. Die horizontale Translation 77 {iberfithrt P_s ; in
P, ;, die vertikale Translation T iiberfithrt P; _5 in P; 5. Wir koénnen die Indexmenge also
mit Z/47Z x 7/AZ identifizieren. Die Drehung D operiert vermége P; j — P—_j_1 ;.

Bemerkung 4.1. Die Abbildung 6 : Z/AZ X ZJAZ — ZJAZ x ZJAZ : (i,j) — (—i —1,—7)
erfillt 6° = Id und hat keinen Fizpunkt.

Beweis. Zeige zunéchst die Idempotenz:
8((i,7)) = 0((—=i = 1,=j)) = (=(=i = 1) = 1, =(=))) = (i, ])-
Fiir einen Fixpunkt (i,5) € Z/47Z x Z/AZ von § miisste
it=—1—1 mod4 & 2i=—1 mod4

gelten, aber diese Gleichung ist unerfiillbar, da 27 gerade und —1 ungerade ist. Folglich gibt
es keinen Fixpunkt. O

Da D Ordnung 2 und keinen Fixpunkt auf Z/47Z x Z/AZ hat, sind alle Bahnen von D auf
der Indexmenge zweielementig. Demnach liegen acht Bahnen vor. Die Nummerierung dieser
Bahnen ist Abbildung [14] zu entnehmen.

Als nichstes verwenden wir, dass die Grundflichen des Musters Vierecke sind. Da eine
Ebene durch drei Punkte eindeutig festgelegt ist, geniigt die Angabe von drei der vier Eck-
punkten, um die Héhe des letzten Eckpunkts anzugeben. Da wir aber sogar Parallelogramme
vorliegen haben, kénnen wir noch mehr sagen:

Lemma 4.2. Sei ein Parallelogramm wie in Abbildung [15] gegeben, dem die Hohen aus Ab-
bildung zugeordnet werden. Dann ist hg = ho + hgy — hy.

Beweis. Die Hohenzuordnung ist nach Bemerkung [1.35] eine affine Abbildung, erhilt also
Parallelitdt. Demnach ist das Viereck in Abbildung ein Parallelogramm. Insbesondere
iibertrégt sich die Relation

—_— =
Es = E1 + E1Es + E1Ey

aus Abbildung [15] auf die Hohen. O
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Abbildung 15: Ein Parallelogramm

Abbildung 16: Parallelogramm mit Hohen
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Da wir jetzt explizit mit den Hohen arbeiten miissen, nutzen wir die Tatsache, dass wir
eigentlich iiber eine Aquivalenzklasse von statischen Faltmustern sprechen. Dadurch kénnen
wir annehmen, dass Py die Hohe Null zugeordnet bekommt. Damit ist Bahn 7 festgelegt.

Wir fassen die Hohe von Bahn 6 als Parameter b € R auf. Mit Lemma[4.2lund der Beziehung
PooP-11 = PooP-1,0+ Pyolo,1 folgt, dass auch Bahn 8 diese Hohe hat. Die Bahnen 5 und 3
sind noch frei, also parametrisieren wir diese Hohe durch ¢ € R bzw. a € R. Die Grundflichen
des Musters sind Parallelogramme, folglich haben Bahn 2 und Bahn 4 die Hohe a + b haben
und Bahn 1 Héhe a + c.

Folgerung 4.3. Alle Hohenfunktionen auf dem Muster in Abbildung lassen sich durch
die drei reellen Parameter a,b, c beschreiben.

4.2. Reduktion der Winkelgleichungen

Im vorigen Abschnitt haben wir alle méglichen Urbilder der Projektion auf die xy—Ebene
bestimmt. Wir interessieren uns dafiir, welche davon aus Papier bestanden haben kénnten.
Zu diesem Zweck untersuchen wir die Winkelsumme an jedem Eckpunkt. Da das Muster
symmetrisch ist, geniigt es, diese Bedingungen an einem Vertretersystem zu testen. Wir wollen
dafiir die in Abbildung rot markierten Punkte verwenden. Dennoch benétigen wir die
genauen Koordinaten der Punkte. Diese sind in Abbildung [I7] dargestellt.

Wir erinnern an die Definition des Winkels (mit ® als Standardskalarprodukt):

Bemerkung 4.4. Fiir zwei Vektoren a und b ist der eingeschlossene Winkel o (der kleinere
der beiden) gegeben durch:

lally [[bll cos(er) = ®(a, b).

Da alle vorkommenden Winkel geméfl Lemma kleiner als 7 sind, liefert der Arkusko-
sinus mit dieser Bemerkung stets den korrekten Winkel.

Folgerung 4.5. Seien a,b € R™. Der Winkel zwischen a und b ist genau dann o, wenn der
Winkel zwischen a und —b gleich m — « ist.

Fiir den Spezialfall, dass genau vier Winkel vorliegen, machen wir eine simple Beobachtung,
die eine iiberraschend grofle Tragweite hat.

Bemerkung 4.6. Fualls aq + ag + as + ay = 27, dann gilt auch Zle(ﬂ — ;) = 27.

Wir untersuchen nun Winkelkonfigurationen mit genau vier Winkeln detaillierter, um die
Anzahl der notwendigen Rechnungen weiter zu reduzieren. Wir betrachten also Situationen,
wie sie in Abbildung [18| dargestellt sind.

Wir kénnen Folgerung [4.5( und Bemerkung kombinieren, um eine Symmetrie der Win-
kelkonfiguration fiir vier Punkte aufzudecken.

Satz 4.7. In der Situation von Abbildung gilt Z?Zl a; = 2w genau dann, wenn Z?:l Bi =
27 gilt (alle Winkel sind kleiner als m vorausgesetzt).
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Abbildung 17: Prizise Koordinaten des Miura—Ori
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Abbildung 18: Zwei Winkelkonfigurationen eines Punktes

95



Beweis. Aus Folgerung [4.5] erhalten wir die Beziehungen

fr=m—az Bo=m—a
Pz =m—ay Bas=m— as.
Die Behauptung folgt aus Bemerkung O

Schaut man sich die Punkte Py und P; o in Abbildung |17 genau an, so fillt auf, dass ihre
vertikalen Verbindungsvektoren gleich sind. Zudem sind ihre horizontalen Verbindungsvek-
toren genau so additiv invertiert, wie es in Satz gefordert ist. Demzufolge erfiillen sie die
Voraussetzungen dieses Satzes. Ebenso sieht man, dass Py ; und P ; immer auf diese Weise
gepaart sind. Infolgedessen miissen wir die Winkelsummen nur fiir die P ; untersuchen.

Richten wir unser Augenmerk nun auf Ppo und Py _2, so erkennen wir eine niitzliche
Struktur in der Winkelkonfiguration.

al a3
0 a1 | as B

(671 Qs

()

Abbildung 19: Spezielle Winkelkonfiguration am Beispiel von Py o

Satz 4.8. Sei die Winkelkonfiguration aus Abbildung gegeben (wobei A, B € R ange-
nommen, sowie alle Winkel kleiner als m sind). Dann gilt 2?21 a; = 21 genau dann, wenn
A-B=0.

Beweis. Die Winkel sind gegeben {iber

Iafll, \/1a3]15 + A% cos(an) )
VG2 + 42 /| @12 + B2 cos(as) )
VI@IE + B2 \J[@12 + 42 cos(as) = — (a3, @) + AB (44)

)

V0@ + A2 ||af]|, cos(eu) = —®(at, a3). (45

Kombinieren wir und , so folgt ay = m— 1. Damit ist die Winkelsumme genau dann
gleich 27, wenn ag = m — aw erfiillt ist.

=)
S

®(al, a}) (42

)

(a3, a3) + AB (43
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Falls A- B = 0 gilt, so ergibt sich a3 = m — ay aus den Gleichungen und . Gilt
umgekehrt a3 = 7™ — g, so folgt aus denselben Gleichungen (da cos(m — x) = — cos(x)), dass
A-B=0. O

Der Satz [4.8] ist auf die Winkelkonfigurationen um Pyo und Py 2 anwendbar und liefert
dieses Resultat:

Folgerung 4.9. In der Situation von Abbildung gelten ab =0 und a(b—c¢) = 0.

Man kann jetzt die Analyse der iibrigen Punkte Fp; und Py _; als identisch erkennen.
Benennen wir die Winkel um Fp; mit +;, dann haben wir das Gleichungssystem

V1+(c=b)% /2% + yfcos(n) = (46)
m V1402 cos(v2) = —y1 (47)
V1402 /a2 +y2 + a2 cos(y3) = —y2 — ab = —yy (48)
23+ y3 + a2 1+ (c — )2 cos(va) = ya + alc — b) = yo. (49)

Genauso ergibt sich das System fiir Py _1, wobei wir hier §; als Winkel wahlen.

V1402 /23 + 43 cos(d1) = m (50)

V2 + 98 V14 (c—b)2cos(82) = —un (51)
V14 (c—b)? \/a3 + y3 + a® cos(d3) = —ya + alc — b) = —y» (52)
Va2 4+ 2+ a? 1+ b2 cos(8s) = ya — ab = 1y (53)

Aus den Gleichungen und folgt 61 = ™ —y2. Analog folgt do = m — ;. Mit Folgerung
konnen wir die mit * markierten Umformungen ausfithren und erhalten 63 = m — 4 und
64 = ™ — 3. Nach Bemerkung miissen wir nur eines der beiden Gleichungssysteme auf
eine passende Winkelsumme {iberpriifen.

4.3. Losen der Winkelgleichungen

Da die Gleichungen ab = 0 und a(b — ¢) = 0 erfiillt sein miissen, fithren wir eine Fallunter-
scheidung durch.

Falls a = b = ¢ = 0, ist das statische Faltmuster ersichtlich flach.

Falls a # 0, so folgt b = 0 und b = ¢, also auch ¢ = 0. Man sieht leicht, dass nun
alle weiteren Winkelbedingungen erfiillt sind. Wenn man sich die Hohen in Abbildung
ansieht, so erkennt man, dass die Hohen konstant auf den Parallelen zur y—Achse sind. Mit

anderen Worten: Es liegt eine <(1)> —Zickzack-Faltung vor. Zum Beweis bemerke, dass sich
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jedes Parallelogramm in zwei Dreiecke zerlegen ldsst, sodass Lemma [1.41] eine Zickzack—
Faltung auf jedem Parallelogramm etabliert, die sich mit Lemma auf den gesamten
Fundamentalbereich ausdehnen lédsst. Da es sich um einen Fundamentalbereich der pl handelt
und dieser einen Fundamentalbereich der p2 enthilt, so folgt aus Lemma [1.43] bereits, dass

(1)> —Zickzack—Faltung ist.

Kommen wir nun zum interessanteren Fall a = 0. Bei diesem sollten wir das bekannte
Miura—Ori als eine Losung erhalten, hoffen aber auf weitere Faltmuster. Wir betrachten die
Winkel v; und méchten die Gleichung

das Muster auf ganz R? eine <

cos(v4) = cos(2m —y1 — 2 — 73)
= cos(71) cos(y2) cos(y3) — cos(y1) sin(7y2) sin(73)
— sin(71) cos(y2) sin(y3) — sin(71) sin(72) cos(y3)  (54)

verwenden. Wir miissen also die Gleichungen bis umschreiben, und die Gleichung
sin(z) = y/1 — cos(z)? verwenden, die wegen x € [0, 7] wohldefiniert ist:

sin(’yl) \/1‘% l‘% + y%)(b — C)2
\/xl—i-y \/1 (b —c)? \/:lrl-i-y \/1

— in( )_ \/33‘1 xl +y1)b2
NZTERTNAEN ) = V2 + yiV1+ b2
2 2 2\
—ys . x5+ (x5 +y5)b
cos(s) = 2 sin(rg) = L2 L2 LD
\/x2+y2\/1+b Vai+ysvV1+0

cos(7a) = \/:c%—FyQ\/l (b—c)?

Setzt man diese Werte in Gleichung (54) ein, so ist ihr Hauptnenner

(23 +yD) (1 + b*) 1+ (b—c)2y/23 + y3.

Indem man damit multipliziert, erhdlt man

cos(m) =

cos(y2) =

vad + 93) (1 0%) = dys — yoy [+ (o +yD)BR 2 + (2 + 02
F /724 (@ + )b — )2\ J23 + (2 + D)2
Vi (

c )
T yoy/e + (@ + yD)(b - )2 22 + )02,

b—

)
)(
Die linke Seite wertet sich zu

yo(af 4+ 43) (1 + b?) = 2iyo + yiye + yob?(2f + o)
yiyz + yo (2] + (a7 + y7)b%)
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aus, sodass man die Gleichung in die Form

yo\[3 + (23 + P W;pg F @+ = \J T (b c)2>
— a3+ (a3 02 (o4 (D0 o = o o+

umstellen kann. Aus dieser Gleichheit folgt wiederum

<y1 V3 (23 +u)B + v fad + (2 + y%)bQ)

(Vo + @0 - o - el et i) =0 69

Falls der zweite Faktor Null ist, folgt b* = (b—¢)?, bzw. nach kurzer Umformung ¢(c—2b) = 0.
In diesem Fall gilt also ¢ = 0 oder ¢ = 2b. Der Fall ¢ = 0 entspricht dem Miura—Ori, von dem
wir ausgegangen waren (und das wir in Kapitel [2] analysiert hatten). Der Fall ¢ = 2b stellt
auch ein Miura—Ori dar, aber eines, das doppelt so grof3 wie das urspriingliche ist. Also liefert
dieser Fall keine wesentlich neuen Einsichten.

Wird der erste Faktor in Gleichung Null, so kénnen wir zunéchst einmal aus

yi/ed + (03 + 3B = —yor[od + (aF + yD)2

schlieen, dass y1y2 < 0 gilt. Wir quadrieren die Gleichung und kiirzen (1 + b?) > 0 heraus,
um z3y? = x2y3 zu erhalten. Dies ist gleichbedeutend mit

(1) =(2)

wobei wir ausgenutzt haben, dass sowohl x; als auch xo ungleich Null sind. Da x; und x9
verschiedenes Vorzeichen haben, ebenso wie y; und yy (aufler, sie sind Null), folgt

Y _ v
Ty Ty

Y1 Y2
Determinante leicht einsieht. In Abbildung [20] ist dieser Fall dargestellt. Man erkennt, dass

eine <§1)ZickzackFaltung vorliegt.
1

Es ldsst sich also abschlieflend festhalten, dass in dieser Situation keine noch unbekannten
statischen Faltmuster existieren.

Dies ist gleichbedeutend dazu, dass (331) und <$2> linear abhéingig sind, wie man iiber die
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Abbildung 20: Grenzfall des Miura-Ori
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5. Pflasterung der Ebene

In diesem Kapitel betrachten wir Pflasterungen der Ebene, insbesondere auch, inwieweit diese
mit Faltmustern vertriglich sind. Wir geben im Anschluss ein Beispiel fiir eine Pflasterung
des Miura—Ori an, die die gesamte Faltinformation des Musters enthélt.

Wir mochten uns bei der Definition von Pflasterungen vom Begriff der Polygonzerlegungen
(vgl. Deﬁnition leiten lassen. Dabei stellen wir aber eine Schwierigkeit fest: Da die Pflas-
terung nicht notwendigerweise durch konvexe Polygone geschehen soll, wird die Formulierung
der Schnittbedingung subtiler. Anschaulich sollen sich zwei verschiedene Elemente der Pflas-
terung hochstens in ihren Réndern schneiden. Wenn wir aber eine Ebene im R? betrachten,
dann besteht diese Ebene nur aus Randpunkten (beziiglich der Standardtopologie des R?).
Damit liefert diese Bedingung aber keine Einschrinkungen.

Um unsere Intuition zu retten, miissen wir uns auf die Relativtopologie zuriickziehen. Sei
dazu M C R"™ vorgegeben. Eine Menge U C M heifit offen in der Relativtopologie beziiglich
M, falls es eine offene Teilmenge T' des R™ gibt, sodass U = M N T gilt.

Definition 5.1. Sei M C R”". Eine Mengenfamilie {K};cny von Teilmengen von M heifit
Pflasterung (von M), falls

1. Jedes Kj ist kompakt und zusammenhéngend.

3. Beziiglich der Relativtopologie auf M gilt K; N K;= ) fir verschiedene Kj;, K.
Die K; heiflen Pflastersteine.

Satz 5.2. Sei F ein dynamisches Faltmuster iber der Polygonzerlegung (M, { Py }ren). Falls
{K,}jen eine Pflasterung von M ist, dann ist {F(t, K;)}jen eine Pflasterung von F(t, M)
fir jedes t € [0,1).

Beweis. Esist klar, dass (J;cy F (¢, K;) = F(t, M). Da F stetig ist, ist jedes F (¢, K;) kompakt
und zusammenhéngend. Das dynamische Faltmuster ist injektiv, da t < 1 vorausgesetzt
war, folglich ist es bijektiv auf sein Bild. Daher gilt F(¢t,X NY) = F(t,X) N F(t,Y) fiir
alle X, Y C M. Damit kann die Schnittbedingung nur verletzt werden, falls F(¢,-) einen
Randpunkt eines K auf einen inneren Punkt (beziiglich der Relativtopologie) von F(t, K;)
abbildet.

Da F(t,-) stetig, ist es auch stetig beziiglich der Relativtopologie seines Bildes. Damit ist
das Urbild des offenen Inneren von F(t, K;) selbst wieder offen, enthélt also insbesondere
keinen Randpunkt. O

Interessant wird es natiirlich, wenn eine Pflasterung symmetrisch wird.

Definition 5.3. Sei {K} cn eine Pflasterung von M C R™. Sie heifit invariant unter
G < Eukl(R”), falls g{Kj}jEN - {Kj}jGN flir jedes g e G gllt

Bemerkung 5.4. Es gilt sogar Gleichheit: {K;}jen ist genau dann invariant unter G <
Eukl(R"™), wenn g{K;}jen = {K;}jen fir jedes G € U gilt.
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Beweis. Da g{K}jen C {K,}jen fiir jedes g € U gilt, gilt es insbesondere auch fiir g~

Multiplikation mit g liefert dann die Behauptung. O

Satz 5.5. Sei F ein dynamisches Faltmuster iiber der Polygonzerlequng (M, {Pg}ren), das
invariant unter (U, 7) mit Uy < Eukl(R?) sei. Sei ferner {K;}jen eine Pflasterung von M,
die unter Uy tnvariant ist.

Dann ist {F(t,K;)}jen eine unter 7(t) o Uy o 7(t)~! invariante Pflasterung von F(t, M)
fiir jedes t € [0,1).

Beweis. Nach Satz handelt es sich um eine Pflasterung. Wir miissen also nur noch zeigen,
dass die Pflasterung invariant unter 7(t) o Uy o 7(t)~! ist. Sei dazu g € Up. Es gilt (vgl.
Definition [1.26|)

(r(t)ogor(t)™)F(t K;) = F(t, gK;)

Da {Kj} invariant unter Uy ist, folgt gK; € {K;}jen. Damit ist {F (¢, K;)};jen invariant unter
7(t) o Ug o 7(t)~ L. O

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel.

Beispiel 5.6. Eine Polygonzerlegung ist eine Pflasterung. Wenn diese eine Symmetrie auf-
weist, die von der Faltung respektiert wird, gilt dies aufgrund der Sitze und [5.5 auch fiir
die Bilder der Polygone.

Dieses Beispiel sagt uns im Wesentlichen nur, dass wir die Polygone ausschneiden und in
Form des Faltmusters wieder zusammenkleben kénnen. Das ist beinahe die Definition einer
Auffaltung. Allerdings enthalten die Elemente der Pflasterung in dem folgenden Sinn keine
Information iiber die Faltung:

Betrachtet man die Pflastersteine koordinatenunabhiingig (also ihre Bahn unter der Grup-
pe der eigentlichen euklidischen Transformationen), so ldsst sich das Faltmuster nicht rekon-
struieren, wenn man nur weif3, wie sich zwei verschiedene Pflastersteine schneiden. Das liegt
daran, dass fiir das Zusammenfiigen auch der Winkel zwischen den Flichen relevant ist —
dieser variiert aber im Allgemeinen. Interessanter ist der Fall, dass in den Pflastersteinen
genug Information enthalten ist, um das Faltmuster wieder herzustellen.

Beispiel 5.7. Wir betrachten das Miura—Ori, dessen Faltmuster in Abbildung angegeben
ist. Wir fordern, dass y1 = yo < 0 und 14y > 0 gelten. Die farbigen Bereiche sind Vertreter
der Operation der Gy auf dem Muster.

Die blaue Fliche ist begrenzt von (0,1+y1), (%, 1+4%), (%, %), (0,y1), (5, %) und (5-,1+

“). Die griine Fliche ist um <_01> verschoben. Lisst man einen geeigneten Vertreter G der

Gp2 auf diesen Fldchen operieren, erhdlt man eine Pflasterung der Ebene, die dann auch
G—invariant ist. Wenn man das Miura—Ori jetzt auffaltet, so erhilt man gemdif Satz[5.5 eine
weitere invariante Pflasterung. Die Auffaltung dieser Pflasterung ldsst sich in Abbildung
betrachten.
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Die hellblau markierten Flichen liegen in der Bahn der blauen Fliche (unter Operation
eines geeigneten Vertreters der Gpz). Analoges gilt fir die hellgrinen Flichen. Die genau-
en Koordinaten lassen sich mit den in Kapitel [§ bestimmten Abbildungen ausrechnen. Das
Maple—Worksheet, mit dem die Bilder bestimmt wurden, ist diesem Beispiel angefiigt.

Wir erkennen auch einen Sonderfall: Falls x1 und xo den gleichen Betrag haben, so las-
sen sich grimner und blauer Bereich (im gefalteten Zustand) durch eine Spiegelung ineinander
tberfithren. Man muss also nur eine Fliche produzieren, um daraus das gesamte Faltmuster
aufzubauen. Dies entspricht genau der Tatsache, dass das Miura—Ori in diesem Fall auch ei-
ne Spiegelsymmetrie aufweist, weswegen der Fundamentalbereich der Automorphismengruppe
kleiner ist.

Im Unterschied zu Beispiel[5.6 schneiden die Kanten der Pflastersteine die Faltkanten nur
in endlich vielen Punkten. Eine Konsequenz daraus ist, dass der Anschluss eines Steines an
einen anderen gerade erfolgen muss (da dieser Anschluss ansonsten eine Faltkante wdre),
d. h. die beiden kénnen nur den Winkel m einschlieffen. Wir konnen das urspringliche Mus-
ter also komplett rekonstruieren, wenn wir die gefalteten Pﬂasterstemeﬂ zur Verfigung haben
und wissen, in welcher Kante sich je zwei davon schneiden. Damit ist das Zusammenfiigen
der Pflastersteine determiniert und jegliche Information iber die Faltung des Miura—Ori muss
schon in der Faltung der Steine selbst gelegen haben. In diesem Sinne enthalten die Pflaster-
steine ,das Wesentliche“ der Faltung.

5Genauer: Wir kennen ihre Bahn unter den eigentlich euklidischen Abbildungen.
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> restart;
with(LinearAlgebra):
| with(plots):
| Definiere die Abbildungsmatrizen (wie beim normalen Miura-Ori)
>sin_g = y[1l]/x[1]*tan(alpha):
cos_g := sqrt(l-y[1l]*2/x[1]*2*tan(alpha)”"2):
R_gruen := Matrix( [ [cos_g, 0, sin_g],
[sin(alpha)*sin_g, cos(alpha), -sin(alpha)*cos_g],
[-cos(alpha)*sin_g, sin(alpha), cos(alpha)*cos_g] ]):
R_gelb := Matrix( [ [cos_g, 0, -sin_g],
[sin(alpha)*sin_g, cos(alpha), sin(alpha)*cos_g],
[cos(alpha)*sin_g, -sin(alpha), cos(alpha)*cos_g] ]):

sin_b = y[2]/x[2]*tan(alpha):
cos_b = sqrt(l-y[2]*2/x[2]*2*tan(alpha)”"2):
R_ blau := Matrix( [ [cos_b, 0, -sin_Db],
[sin(alpha)*sin_b, cos(alpha), -sin(alpha)*cos_b],
[-cos(alpha)*sin_b, sin(alpha), cos(alpha)*cos_b] ]):
R_violett := Matrix( [ [cos_b, 0, -sin_b],
[sin(alpha)*sin_b, cos(alpha), -sin(alpha)*cos_b],
| [cos(alpha)*sin_b, -sin(alpha), cos(alpha)*cos_Db] ]):
| Definiere die Drehmatrix.
> R_Matrix := Matrix( [[-1,0,0], [0,-21,0], [0,0,1]] );
R _trans := simplify( R_gruen.<x[1],y[1],0> );

-1 00
R_Matrix:= 0 -10
0O 01

/ X; cos( yz—i-);cos

X
xi Cos(oc)2 !
R_t = 1

_trans » (@)

cos(a)
0

| Definiere die Translationen (wie beim Miura-Ori)

> Trans_vert := R_gruen< 0, 1, 0> - R_violett< 0, -1, 0>:
Trans_hori := simplify( R_violett< x[2], y[2], 0>- R_gruen.< x

L [1], y[1], 0>) :

| Definiere die Flachen.

> blau_m := <0,0,0>:

blau_| := R_gruen.<x[1]/2,y[1]/2,0>:

blau_lo := R_gruen.<x[1]/2,y[1]/2+1,0>:

blau_o := R_gruen.<0,1+y[1],0>:

blau_ro := R_blau.<x[2]/2,y[2]/2+1,0>:




blau_r := R_blau.<x[2]/2,y[2]/2,0>:
blau_u := R_gelb.<0,y[1],0>:

> gruen_m := R_gelb.<0,-1,0>:
gruen_| := R_gelb.<x[1]/2,y[1]/2-1,0>:
gruen_lo := R_gruen.<x[1]/2,y[1]/2,0>:
gruen_o := R_gelb.<0,y[1],0>:
gruen_ro := R_blau.<x[2]/2,y[2]/2,0>:

gruen_r := R_violett.<x[2]/2,y[2]/2-1,0>:
gruen_u := R_gruen.<0,y[1]+1,0> - Trans_vert:
> Stein_blau := [ blau_m, blau_o, blau_lo, blau_I,

blau_m, blau_|I, blau_u,

blau_m, blau_u, blau_r,

blau_m, blau_r, blau_ro, blau_o, blau_m ]:
Stein_gruen :=[ gruen_m, gruen_o, gruen_lo, gruen_lI,

gruen_m, gruen_I, gruen_u,

gruen_m, gruen_u, gruen_r,

gruen_m, gruen_r, gruen_ro, gruen_o, gruen_m ]:

Spe2|aI|S|ere die Koordinaten. Beachte, dass x; < 0 und x, > 0 gelten mussen.

>y koord := -0.4:
Koordinaten := x[1]=-2, y[1] = y_koord, x[2]=1.5, y[2] = y_koord;
Koordinaten:=x, = -2,y,=-0.4,x,=1.5,y,=-0.4 (2)

Berechne die passenden Flachen fiur die graphische Darstellung. Dabei ist "flaech” die
Grundflache, "drehen" gibt an, ob diese gedreht werden soll, "t_hori" ist die Anzahl
der durchgefihrten horizontalen Translationen, "t_vert" die Zahl der vertikalen
Translationen. Der Auffaltwinkel wird Gber "winkel" festgelegt und "farbe" ist die
| Farbe der Flache in der Graphik.
> pPlot := proc( flaech, drehen, t_hori, t_vert, winkel, farbe)

local rechnung, punkte, zeichnen;

rechnung := map(i -> R_Matrix*drehen.i + drehen*R_trans +
t _hori * Trans_hori + t_vert * Trans_vert, flaech);

punkte := map(i -> convert(i, list), rechnung);

zeichnen := subs( [Koordinaten, alpha=winkel], punkte);

return polygonplot3d( zeichnen, color=farbe);

| end proc:
| Dieses Programm verwaltet die gezeichneten Flachen:
> Faltmuster := proc(winkel)

local P1,P2, pL := NULL, i,j, L _blue, L_green;

P1 := pPlot( Stein_blau, 0, 0, 0, winkel, "Blue");
P2 := pPlot( Stein_gruen, 0, 0, 0, winkel, "Green");

# Polygone darum herum (mit beliebigen Farben)
L blue = "LightBlue";
L _green := "LightGreen";



pL := pL, pPlot( Stein_gruen, 0, 0, 1, winkel, L green) ;
pL := pL, pPlot( Stein_blau, 0, 0, -1, winkel, L blue) ;
for i in {0,1} do

for jin {-1,0} do

pL := pL, pPlot( Stein_blau, 1, i, j+1, winkel, L_blue);
pL := pL, pPlot( Stein_gruen, 1, i, j, winkel, L_green);

od;

od;
return display({P1,P2, pL}, axes=boxed, scaling=constrained,

orientation=[-75,20,-45]);

| end proc:

| Bestimme maximalen Auffaltwinkel.

> Winkel _max := min( subs([Koordinaten], arctan(-x[1]/abs(y[1])) ),

subs([Koordinaten], arctan(x[2]/abs(y[2])) ) );

Winkel_max := arctan( |—16.5 4 ) (3)

> animate( Faltmuster, [alpha], alpha= 0..Winkel_max, frames=50);

a=0.5347730347




:
!
L

Abbildung 21: Pflasterung des Miura—Ori
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Abbildung 22: Faltung der Pflasterung



6. Ausblick

In dieser Arbeit wurden wir von zwei Zielen geleitet. Wir haben sowohl nach noch unbekann-
ten Faltmustern gesucht, als auch darauf hingearbeitet, anhand eines Faltkantenmusters alle
moglichen Faltmuster dariiber erkennen zu kénnen.

Bezogen auf das erste Ziel konnen wir einen Erfolg verbuchen. In Kapitel [2| analysieren wir
eine Verallgemeinerung des Miura—Ori im Detail. Abgesehen davon aber scheiterten unsere
Versuche. Insbesondere in den Kapiteln [3| und [4] kann man sehen, dass eine Abschwéchung
der Bedingungen an das Miura—Ori-Faltmuster meistens keine neuen Muster hervorbringt.
Es wire interessant herauszufinden, woran es liegt, dass Faltmuster auf diese Weise ,ro-
bust“ gegeniiber Verdnderungen sind.

Fiir unser zweites Ziel haben wir zwei wesentliche Ansétze entwickelt, die statischen und
die dynamischen Faltmuster. Die Verkniipfung zwischen diesen beiden ist aber noch nicht
vollstéindig geklart. So ist es z. B. nicht klar, wann man mit dem Ergebnis einer statischen
Analyse eine Aussage iiber die Dynamik der Faltung sagen kann. Viel wichtiger aber ist das
globale Ergebnis, das wir aus dieser Arbeit ziehen: Es gibt kein Standardverfahren, um alle
Faltmuster auf Basis ihrer Faltkanten zu bestimmen, insbesondere keinen strukturellen An-
satz. Jede unserer Analysen beruhte darauf, die gegebene Situation geschickt auszunutzen.
Leider skalieren diese Ansétze nicht gut und werden sehr schnell sehr aufwendig, wenn die
Komplexitéit der Muster steigt. Somit wire es eine grofle Errungenschaft, ein strukturelles
und leicht skalierbares Verfahren zur Analyse von Faltungen zu entwickeln.

Zum Schluss eine letzte Beobachtung: In der Regel fithrten &hnliche Faltkantenmuster zu
dhnlichen Faltungen. Dies sieht man z.B. in Kapitel [2, in dem wir die Faltmuster in Ab-
héngigkeit von den Parametern des Grundmusters bestimmt haben. Eine interessante Frage
ist nun, in welcher Form man die Grundmuster éndern kann, ohne die Faltungen wesentlich
zu dndern. Wenn man dariiber genaue Informationen hétte, wire es eventuell méglich, ein
vorgegebenes Faltkantenmuster auf ein Muster zu transformieren, dessen Faltungen einfacher
zu bestimmen sind, und diese Ergebnisse auf das urspriingliche Muster anzuwenden.
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A. Charakterisierung von Drehungen

In diesem Anhang behandeln wir die Charakterisierung einer Drehung durch Drehachse und
Drehwinkel, die mit einer Vertauschungsrelation von zwei Drehungen abschliefit. Alle Resul-
tate sind bekannt, wir geben aber eigene Beweise fiir diese.

Da eine Rotation linear ist, beschreiben wir diese durch eine Matrix. Diese Matrix muss
orthogonal sein, da jede Rotation die Léngen, die durch das Standardskalarprodukt induziert
sind, invariant ldsst. Weiterhin erhalten Rotationen die Orientierung des Raumes, folglich
haben diese Determinante 1.

Definition A.1. Die spezielle orthogonale Gruppe ist die Matrixgruppe
SO(3,R) := {R € R*3|R" - R = I3 und det(R) = 1}. (56)

Wir wollen zeigen, dass jede Drehung eine Drehachse hat. Da die Drehachse unter der
Drehung fest bleibt, suchen wir hier nach einem Eigenvektor zum Eigenwert 1.

Lemma A.2. Jedes Element R der SO(3,R) ist komplex diagonalisierbar mit den Figenwer-
ten 1, ¢, e wobei 6 € [0, ] bestimmt ist durch Spur R = 1 + 2 - cos(#).

Beweis. Da R nur reelle Eintrige hat, ist das komplex Adjungierte zu R gleich seinem Trans-
ponierten. Folglich ist R unitédr und somit insbesondere komplex diagonalisierbar. Die Summe
der Eigenwerte ist die Spur, also reell. Das Produkt der Eigenwerte ist die Determinante von
R, also gleich 1.

Das charakteristische Polynom x von R ist ein reelles Polynom vom Grad 3, hat als solches
also mindestens eine reelle Nullstelle. Wir unterscheiden nun zwei Fiélle:

1. x hat genau drei reelle Nullstellen. Da eine orthogonale Matrix nur Eigenwerte +1
haben kann, bleiben die Moglichkeiten (1,1,1) und (1,—1,—1). Im ersten Fall wihle
0 = 0, im zweiten Fall 6 = 7.

2. x hat weniger als drei reelle Nullstellen. Damit hat y eine komplexe Nullstelle. Da
unitére Matrizen nur Eigenwerte vom Betrag 1 haben, hat diese Nullstelle die Form e®.

Da y ein reelles Polynom ist, ist damit auch e~ eine Nullstelle. Wir kénnen also ohne
Einschrénkung 6 € [0, 7] wihlen.

Bezeichnen wir mit ng den reellen Eigenwert, so gilt

1 =det(R) =ng-e?-e ¥ =ng. (57)

Fiir die Spurrelation bemerke, dass
Spur(R) =1+¢e" +e % =1+2-cos(f) € [-1,3]. (58)

Da der Kosinus auf [0, 7] invertierbar ist, legt die Spurrelation den Winkel 0 bereits eindeutig
fest. O
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Bis auf den Sonderfall § = 0 (also keine echte Drehung), gibt es den Eigenwert 1 genau
einmal, folglich ist auch die Drehachse eindeutig. Als néchstes wollen wir zeigen, dass 6 der
Drehwinkel der Rotation ist. Dazu erinnern wir daran, dass der Winkel v zwischen zwei
normierten Vektoren a und b durch cos(y) = ®(a,b) gegeben ist, wobei ® das Standardska-
larprodukt bezeichnet.

Lemma A.3. Sei R wie in Lemmal[A.3, a sei die Drehachse. Dann gilt fiir normiertes v € R?
mit ®(a,v) =0, dass ®(Rv,v) = cos(h).

Beweis. Da R iiber C diagonalisierbar ist, haben wir eine komplexe Eigenvektorbasis. Seien
nun v4,v_ die normierten Eigenvektoren zu den Eigenwerten e bzw. e . Es gibt nun
ki, k_ € C mit

v="Fkyvy +k v_ R

Aus der Normierung von v folgt, dass
1= ®(v,v) = ®*(v,v) = k30 (v4,v4) + K2 @ (v_,v_) = k3 + k2,

wobei ®* das Standard-Hermitesche Produkt ist, welches auf R? x R? mit dem gewohnlichen
Skalarprodukt iibereinstimmt.
Da Rv € R3, folgt nun

®(Rv,v) = R(®*(Rv,v)) = R(®* (kv + ke v kyvy +k_v_))
= R(k2e” + kZe )
= cos(0)R(kT + k2 ) = cos(6). O
Wir sind aber noch nicht fertig. Denn Drehachse und Drehwinkel selbst gentigen noch nicht,
um eine Rotation eindeutig festzulegen. Was noch fehlt, ist die Drehrichtung, d. h. in welche
Richtung um die Achse gedreht wird. Dazu wollen wir die Richtung des Drehachsenvektors

verwenden. Zu diesem Zweck stellen wir die Drehung in einem speziellen Koordinatensystem
dar:

Lemma A.4. Sei R € SO(3,R) mit orientierter und normierter Drehachse a. Sei ny ein
normierter Vektor, der orthogonal auf a steht und ny ein normierter Vektor, der orthogonal
auf beiden steht und det(a,ni,ng) = 1 erfillt. Dann gibt es ein @ € {0,271 — 0} (wobei 0 der
Drehwinkel von R ist), sodass R beziiglich dieser Basis die Gestalt

1 0 0
0 cos(p) —sin(p)
0 sin(y) cos(p)

hat.

Beweis. Da a ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist und B := (a, n1, n2) eine Orthonormalbasis
von R3 ist, liegt die Blockgestalt

1 0 0
=10 moo mog3
0 m32 m33

BRB
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ma2 M23
mz2 M33
[P1e08] (Beispiel 6.31), dass es dann ein ¢ € [0,27) gibt mit

(e as) = (<o) o)),

Aus der Spurbedingung Spur(PRP) = 1 + 2 cos(f) folgt nun ¢ € {6, 27 — 0}. O

vor. Man sieht schnell, dass < ) selbst wieder orthogonal ist. Es ist bekannt aus

Bemerkung A.5. FEs ist anzumerken, dass diese Darstellung vollig unabhdngig von der
speziellen Wahl von nq war. Aus diesem Grund kann man ny aus der Notation unterdriicken.

Mit dieser Darstellung konnen wir die Orientierung der Drehachse erkldren.

Lemma A.6. Sei die Situation aus Lemma [A] gegeben. Ist 0 < ¢ < m, so gilt fiir alle
v € R3, dass det(a,v, Rv) > 0. Falls aber 7 < ¢ < 2m worliegt, so ist det(a,v, Rv) < 0 fiir
alle v € R3.

Beweis. Mit v = (v1,ve,v3)" folgt

1 V1 (%
det(a,v, Rv) = det | 0 vy wycos(p) —vgsin(p) | = (v3 + v3)sin(yp),
0 w3 wesin(p) 4 vscos(p)

also die Behauptung. O

Indem wir fordern, dass diese Determinante niemals negativ wird, legen wir die Richtung
der Drehung fest. Wir zeigen jetzt noch, dass wir wirklich alle notwendigen Bedingungen
beisammen haben.

Satz A.7. Seien a € R® und 0 € [0, 7). Dann gibt es genau ein Element R aus SO(3,R) mit
den FEigenschaften

1. a ist FEigenvektor zum FEigenwert 1.

2. Spur(R) =1+ 2cos(0).

3. det(a,v, Rv) > 0 fiir alle v € R3.
Wir nennen dieses Element R(a,0).

Beweis. Wir verwenden die Orthonormalbasis aus Lemma [A.4l Die Existenz einer solchen
Abbildung wird durch Lemma geliefert, wenn man ¢ durch 6 ersetzt. Die Eindeutig-
keit folgt ebenso: Aus Lemma [A4] erhalten wir eine Abbildung, in der es fiir ¢ hochstens
zwei Moglichkeiten gibt. Mit der Determinantenbedingung erzwingen wir ¢ = 6, machen die
Abbildung also eindeutig. O

Bemerkung A.8. Beachte, dass eine gegebene Beschreibung eine Drehung zwar eindeutig
festlegt, aber dass die Umkehrung nicht richtig ist. Es kann zu einer festen Drehung verschie-
dene Darstellungen geben. Das tritt bei den Drehwinkeln 0 und m auf.

73



Wir wollen nun exemplarisch vormachen, wie man eine konkrete Drehmatrix aufstellt.

Beispiel A.9. Sei (0,1,0)" die orientierte Drehachse und 6 € [0, 7] der Drehwinkel. Dann
lautet die Drehmatriz
cos(p) 0 —sin(p)
R = 0 1 0

sin(p) 0  cos(p)

fiir o € {0,27 — 0}. Wir miissen jetzt noch die Orientierung tiberprifen. Dazu betrachte

0 1 1 0 1 cos(¢p)
det({1],{0],R|0])=det(|1],[0], 0 ) = —sin(p).
0 0 0 0 0 sin(yp)

Folglich ist ¢ = 2m — 0 und die korrekte Drehmatrix lautet

cos(p) 0 sin(yp)
0 1 0

—sin(p) 0 cos(y)

Um dynamische Faltmuster aufzustellen, ist es hdufig niitzlich, eine Gesamtdrehung in
mehrere kleinere Drehungen zu unterteilen. Dabei ist dieses Lemma niitzlich:

Lemma A.10. Fiir 61,02 € [0, 7] gilt
R(az,02) - R(a1,601) = R(a},01) - R(az,02), (59)
wobei a) = R(az,02) - a1.
Beweis. Wir betrachten die Drehung
R := R(as,6) - R(a1,6;) - R(ag,0) "
und wenden Satz an, um eine mogliche Wahl fiir a} und 6] zu erhalten.
I Es gilt

R- (R(a2,92) . al) = R(ag,eg) . R(al,el) . R(ag,eg)_l . R(CLQ,HQ) s al
= R(ag,02) - R(a1,01) - a1

Folglich ist R(ag,02) - a; die Drehachse.
2 Es gilt

Spur(R) = Spur(R(az,62) - R(a1,61) - R(as,02) ")
= Spur(R(ag,62) " - R(az,62) - R(ay, 1))
= Spur(R(a,61))
=1+ 2cos(d),

also ist 0 der Drehwinkel von R.
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Bl Sei v € R? beliebig. Da R(ag, f2)~! € SO(3,R), folgt mit Lemma dass
det(R(az, 02)a, v, Rv) = det (a1, R(az, 02)'v, R(a1,01) - R(az, 02)"'v).

Da R(asg,62) 'v € R3, folgt mit der Determinanteneigenschaft von R(aq, 01), dass diese
Determinante nicht negativ wird.

Damit ist gezeigt, dass R = R(R(az, 62) - a1,01). O

Im Beweis von Lemma haben wir genutzt, dass Drehungen die Determinante nicht
andern. Das liefern wir kurz nach:

Lemma A.11. Sei M € SO(3,R) und seien a1,as,a3 € R3. Dann ist det(ai,as,a3) =
det(May, Mag, Mas).

Beweis. Sei A die Matrix mit Spalten aq, ag, a3, dann gilt wegen det(M) =1
det(May, May, Mas) = det(M - A) = det(M) det(A) = det(A) = det(ay, az,as). O

In Rechnungen ist es nicht immer niitzlich, schon von Anfang an festlegen zu miissen,
in welche Richtung die Drehachse orientiert wird. Wir wiirden also gerne Lemma [A.10] auf
groffere Winkel verallgemeinern. Dafiir miissen wir zunéichst unsere Notation erweitern.

Definition A.12. Sei a € R3 und @ € [r,27). Dann definiere R(a,0) := R(—a,2r — 0).
Folgerung A.13. Seien ai,as € R3, 61,05 € [0,27). Dann folgt

R(az,02) - R(a1,601) = R(a},61) - R(az,62), (60)
wobei a)] = R(az,02) - a1.

Beweis. Falls 61,05 € [0, 7], ist dies genau die Aussage von Lemma Sei nun #; > 7 und
Ay < m, dann folgt

R(ag,02) - R(a1,01) = R(ag,62) - R(—ay,2m — 61)
(—R(ag, 92) - ay, 2 — 91) . R(CLQ, 92)
(a’1,91) . R(CLQ,QQ).

R
R

Falls 05 > 7 und 61 < 7, folgt

R(ag, 92) . R(al, 61) = R(—CLQ, 2r — 92) . R(al, 91)
(R(—CLQ, 2T — 02)&1, 91) . R(—CLQ, 2T — (92)
(R(ag,02)a1,61) - R(ag, 62).

R
R

Falls beide Winkel grofler als 7 sind, folgt die Behauptung ebenso. O
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B. Geometrie in Zylinderkoordinaten

Wir schreiben die euklidische Norm des Vektors a als ||a|l,. Der Abstand zwischen zwei

Punkten p und q ist d(p, q) := ||pg|l,- Wir schreiben ||p||, auch als Kurzform fiir H@‘ . wobei
0 der Nullpunkt ist.
Lemma B.1. Seien py := [r1€"1, hi], pa := [r2€"2, ho] € R3, dann gilt
d(p1,p2)® = |p1ll3 + Ip2l3 — 2h1h2 — 2rirs cos(p1 — @2). (61)
Beweis. Simples Nachrechnen:
d(p1,p2)* = [|r1e — roe™?2 || + (h1 — h)?
: 2 )
= Hrlel(mﬂ”) — 7’2H2 + (h1 — ha)
= (r1cos(p1 — pa) — r2) + risin(p1 — p2)® + (b1 — ho)?
=72 413 — 2ryry cos(py — @) + hT — 2h1hy + b3
= lIp1ll3 + lIp2ll3 = 2h1ha — 2r1rs cos(p1 — 2) O

Da wir nun Absténde in Zylinderkoordinaten bestimmen kénnen, sind wir in der Lage, die
folgende Definition konkret zu verwenden:

Definition B.2. Seien pq,...,pr € R™. Ein Punkt p € R” heifit Punkt gleichen Abstan-
des von p1,...,pg, wenn er zu jedem dieser Punkte den gleichen Abstand hat.

Wir betrachten einige Spezialfille genauer:

Lemma B.3. Seien [Teif, h], [re’ h] € R3 mit r # 0 und @ # . Dann gilt fiir alle Punkte
gleichen Abstandes [Fe'?, h), dass 7 =0 oder 6 € # + 7.

Beweis. Wir fordern d([re'?, h], [Fe', h]) = d([re'?, h], [Fe'?, h]) und folgern mit Lemma
dass 7 = 0 oder cos(¢ — 0) = cos(yp — 0) ist.

Es folgt ¢ — 0 = ¢ — 0 4+ 27Z oder ¢ — 0 = 0 — Y + 2nZ. Im ersten Fall folgt ¢ = ¢ + 277Z,
was wir ausgeschlossen hatten. Im zweiten Fall folgt 8 = # + 77, wie gewiinscht. O

Lemma B.4. Sei 0 < ¢ < 27 und ¢ # w. Es gibt genau dann einen Punkt mit Abstand 1
von [0,0],[—1,0] und [¢",0], wenn § < ¢ < %ﬂ Falls er existiert, ist er durch

o

—————¢€"2 |h 62
[ reos(59) .

mit hy := [1— }T gegeben.

4cos(

1)’
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Beweis. Wir setzen den Punkt an als [re?, h] mit 72 + h? = 1. Mit Lemma folgt
1 =d([-1,0], [re?, h])?> = 2 + 2r cos(6)
1 =d([e",0], [re, h])? = 2 — 2r cos(0 — ).

Wir erhalten daraus mit » < 1 die Ungleichungen

1 1 1 1

) = —— < —— 0 — = — > —. 63
cos(f) = 5~ <~ cosf —p) = 5~ > 5 (63)
Mit 0 < 6 < 27 liefert die erste Ungleichung 6 € [%”, 4{] Die zweite Ungleichung fiihrt auf
0 —¢ €[5, ] +2nZ. Aus den Begrenzungen von ¢ und ¢ wissen wir, dass
47 4
0—p< ——-0=—
v=73 3
27 At
f—p>" —2r=——" > —2
©w > 3 m 3 > 3 T,
weswegen 6 — o € [—%, 7] gilt. Es kann also nur dann eine Losung geben, wenn der Schnitt
[%’T, 4{] N[=%5 + ¢, § + ] nicht leer ist. Dafiir miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:
41 >+t < o1
3 = 3 7TY=73
27 <7 PRI s
3 =3 7T¥Y=3
Aus Lemma folgt 0 € HT“D +7Z. Aus § < ¢ < %’r folgt %” < H?“’ < 4{. Da dies genau
das Intervall von 6 ist und die Intervalllinge geringer als 7 ist, folgt 8 = if.
Mit der Gleichung aus und 72 + h? = 1 ergibt sich der Rest. O

C. Faltskizzen

Das Thema dieser Arbeit ist sehr konkret. Man kann die Argumentationen anschaulich nach-
vollziehen, wenn man die Faltobjekte selbst in die Hand nimmt. Zu diesem Zweck geben wir
einige Faltskizzen an, aus denen man die Muster, {iber die gesprochen wird, selbst herstellen
und untersuchen kann. Um zu erkldren, wie man diese Skizzen falten soll, miissen wir das
Konzept von Berg- und Talkanten einfiihren. Bei einer Bergfalte faltet man das Papier
vom Faltenden weg, sodass die markierte Kante auf dem enststandenen , Berg“ liegt. Das
Papier um eine Talfalte wird so zum Faltenden hingefaltet, dass die Kante im entstehen-
den , Tal“ liegt. Wiirde man das Papier drehen, so wiirden sich die Rollen von Berg- und
Talfalten vertauschen. Bergfalten werden durch gepunktete Linien angezeigt, Talfalten durch
gestrichelte. Jede eingezeichnete Faltkante soll auch gefaltet werden.

Auf Seite [78] steht die Faltskizze des Standard Miura—Ori. Eine Verallgemeinerung dieses
Musters mit orthogonalen Translationsrichtungen, das nicht flach zusammenfaltbar ist, findet
sich auf Seite [79] Im Gegensatz dazu ist das Muster auf Seite 80| flach zusammenfaltbar, hat
aber keine orthogonalen Translationen. Ein Muster, dessen Translationen nicht orthogonal
sind und das auch nicht flach zusammenfaltbar ist, kann man auf Seite |81] finden.
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